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The forced vibrations of  three-layered orthotropic plate at full contact between the layers are considered, when 
mixed boundary conditions are set on the upper front surface of the plate, and the values of the displacement vector 
components are taken from the contact surface between the first and second layers, as data from measuring 
instruments. The amplitudes of vibrations are determined and the conditions for the occurrence of resonance are 
derived. The private solution of the corresponding dynamic equations and relations of the three-dimensional problem 
of elasticity theory is obtained by the asymptotic method. 

 
Ղուլղազարյան Լ․Գ․, Համբարձումյան Փ.Ռ. 

Եռաշերտ սալի ստիպողական տատանումների խառը եզրային խնդիր՝ կոնտակտի մակերևույթի 
կետերի տեղափոխությունների տվյալների առկայության դեպքում 

Հիմնաբառեր․ 3D դինամիկ խնդիր, ասիմպտոտիկ մեթոդ, եռաշերտ սալ, չափիչ սարքեր. 
Դիտարկված են եռաշերտ օրթոտրոպ սալի ստիպողական տատանումները, երբ շերտերի միջև առկա է 

լրիվ կոնտակտ, վերին դիմային մակերևույթի վրա տրված են խառը եզրային պայմաններ, իսկ 
տեղափոխության վեկտորի բաղադրիչների արժեքները վերցված են առաջին և երկրորդ շերտերի միջև 
կոնտակտի մակերևույթից, որպես չափիչ սարքերից ստացված տվյալներ: Դուրս են բերված ռեզոնանսի 
առաջացման պայմանները և արտածված են տատանման ամպլիտուդները: Ասիմպտոտիկ մեթոդի 
կիրառմամբ՝ ստացված է առաձգականության տեսության եռաչափ խնդրի համապատասխան դինամիկ 
հավասարումների և առընչությունների մասնավոր լուծումը:  

 
Рассмотрены вынужденные колебания трехслойной ортотропной пластинки при полном контакте 

между слоями, когда на верхней лицевой поверхности пластинки заданы смешанные граничные условия,  а 
значения компонент вектора перемещения сняты с поверхности контакта между слоями, как данные 
измерительных приборов. Определены амплитуды колебаний и выведены условия возникновения 
резонанса. Асимптотическим методом получено частное решение соответствующих динамических 
уравнений и соотношений трехмерной задачи теории упругости.  

 
Введение. В современной инженерии в качестве оптимальных конструктивных 
элементов используются упругие тонкие многослойные пакеты, состоящие из балок, 
пластин или оболочек. В строительных конструкциях, мониторинг перемещений точек 
между слоями и возникающих в конструкциях деформаций и напряжений важен для 
оценки механических свойств и поведения материалов в условиях эксплуатации, а 
также помогает рано выявить потенциальные проблемы и снизить риск аварийных 
ситуаций. Это особенно актуально для критических конструкций, таких как 
авиационные и космические компоненты, где безопасность играет решающую роль. 
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Таким образом, умение оценивать и предсказывать напряженно-деформированное 
состояние многослойных конструкций не только повышает их производительность и 
безопасность, но и способствует развитию инженерных наук и технологий в целом. 
Знание напряженно-деформированного состояния многослойных конструкций 
является критически важным аспектом в инженерных и технических приложениях, 
особенно когда необходимо оценить деформации и напряжения на нижней 
поверхности конструкции, а по каким-либо причинам прямое измерение этих 
параметров невозможно. 

В фундаментальных исследованиях Э.И. Григолюка [1], Я.М. Григоренко [2]  и 
J.N. Reddy [3] с помощью гипотез разработаны методы расчета многослойных 
элементов конструкций и их математических моделей. Асимптотический метод 
решения сингулярно возмущенных дифференциальных уравнений оказался 
эффективным при определении напряженно-деформированных состояний слоистых 
пакетов, когда верхняя поверхость свободна, данные измерений сняты с поверхности 
контакта между различными слоями, а также при наличии вязкого сопротивления [4-
6]. На основе уравнений пространственной задачи теории упругости получены 
асимптотические решения неклассических краевых задач о колебаниях ортотропных 
пакетов, при различных условиях контакта между слоями, обзор которых представлен 
в работе [7]. 

В данной работе решена внешняя динамическая задача трехслойной 
ортотропной пластинки, когда значения компонент вектора перемещения сняты с 
поверхности контакта между первым и 
вторым слоями с помощью установленных 
измерительных датчиков. На верхней 
лицевой поверхности заданы смешанные 
граничные условия, а между слоями заданы 
условия полного контакта. 

1. Постановка задачи. Рассматриваются 
вынужденные колебания трехслойной 
ортотропной пластинки (рис. 1), 𝐷 ൌ
ሼሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ, 0 ൑ 𝑥 ൑ 𝑎, 0 ൑ 𝑦 ൑ 𝑏 ,0 ൑ 𝑧 ൑
ℎ,  𝑚𝑖𝑛ሺ𝑎, 𝑏ሻ ൌ 𝑙, ℎ ൌ ℎଵ ൅ ℎଶ ൅ ℎଷ ≪ 𝑙ሽ, где ℎ௜, 𝑖 ൌ 1,2,3 толщины слоев пластины.  
Требуется найти ненулевые решения динамических уравнений пространственной 
задачи теории упругости для ортотропных сред при неклассических краевых условиях 
[8-9].  
Имеем:   
уравнения движения 
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где 𝜌ሺ௝ሻ – плотности слоев, 𝑎௜௞
ሺ௝ሻ– постоянные упругости (𝑎௜௞

ሺ௝ሻ ൌ 𝑎௞௜
ሺ௝ሻ), j  – номер слоя. 

На лицевой поверхности  𝑧 ൌ 0 заданы условия: 
𝜎௫௭ூ ሺ𝑥,𝑦, 0, 𝑡ሻ ൌ 0,    𝜎௬௭ூ ሺ𝑥, 𝑦, 0, 𝑡ሻ ൌ 0,      Wூሺ0ሻ ൌ 0.  (1.3) 

На поверхности контакта между первым и вторым слоями известны значения 
перемещений точек поверхности контакта, как данные датчиков или других 
измерительных средств: 
𝑢ூሺ𝑥,𝑦, ℎଵ, 𝑡ሻ ൌ 𝑢ூூሺ𝑥,𝑦, ℎଵ, 𝑡ሻ ൌ 𝑢ାሺ𝑥, 𝑦ሻ 𝑒𝑥𝑝ሺ𝑖𝛺𝑡ሻ       ሺ𝑢,𝑣,𝑤ሻ, (1.4) 

где  Ω – частота вынужденных колебаний точек поверхности контакта между первым 
и вторым слоями пластинки. 

На поверхности контакта между слоями должны выполняться условия полного 
контакта: 

𝜎௫௭ூ ሺ𝑥,𝑦, ℎଵ, 𝑡ሻ ൌ  𝜎௫௭ூூ ሺ𝑥, 𝑦,ℎଵ, 𝑡ሻ       ൫𝜎௫௭,𝜎௬௭,𝜎௭௭൯, 
𝑢ூሺ𝑥,𝑦, ℎଵ, 𝑡ሻ ൌ 𝑢ூூሺ𝑥,𝑦, ℎଵ, 𝑡ሻ                    ሺ𝑢, 𝑣,𝑤ሻ. (1.5) 

 
𝜎௫௭ூூ ሺ𝑥,𝑦, ℎଵ ൅ ℎଶ, 𝑡ሻ ൌ  𝜎௫௭ூூூሺ𝑥,𝑦, ℎଵ ൅ ℎଶ, 𝑡ሻ       ൫𝜎௫௭,𝜎௬௭,𝜎௭௭൯, 
𝑢ூூሺ𝑥,𝑦, ℎଵ ൅ ℎଶ, 𝑡ሻ ൌ 𝑢ூூூሺ𝑥,𝑦,ℎଵ ൅ ℎଶ, 𝑡ሻ            ሺ𝑢, 𝑣,𝑤ሻ. (1.6) 

В [8] показано, что сформулированная неклассическая краевая задача всегда имеет 
решение.  

2. Общее асимптотическое решение задачи. В уравнениях (1.1), (1.2) перейдем к 
безразмерным координатам и перемещениям по формулам 
𝜉 ൌ 𝑥 𝑙,⁄   𝜂 ൌ 𝑦 𝑙,⁄   𝜁 ൌ 𝑧 ℎ,⁄  

𝑈௝ ൌ 𝑢௝ 𝑙,   ⁄ 𝑉௝ ൌ 𝑣௝ 𝑙,⁄   𝑊௝ ൌ 𝑤௝ 𝑙,⁄      𝑗 ൌ 𝐼, 𝐼𝐼, 𝐼𝐼𝐼. (2.1) 
Решение преобразованных уравнений будем искать в виде 
𝑄ሺ௝ሻ ൌ 𝑄ሺ௝ሻሺ𝜉, 𝜁ሻ 𝑒𝑥𝑝ሺ𝑖𝛺𝑡ሻ ,   𝑗 ൌ 𝐼, 𝐼𝐼, 𝐼𝐼𝐼, (2.2) 

где 𝑄ሺ௝ሻ – любое из напряжений и перемещений. В результате получается сингулярно 
возмущенная малым параметром 𝜀 ൌ ℎ 𝑙⁄   система относительно 𝑄ሺ௝ሻ:  
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Решение внешней задачи будем искать в виде асимптотического представления 
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𝑠 ൌ 0,𝑁തതതതത  здесь и далее означает, что по немому (повторяющемуся) индексу 𝑠 
происходит суммирование в пределах целочисленных значений 0, N. 
Подставив (2.4) в (2.3) и приравняв в каждом уравнении соответствующие 
коэффициенты при , получим новую систему: 
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ሺ௝ሻ𝜎௬௬
ሺ௝,௦ሻ ൅ 𝑎ଶଷ

ሺ௝ሻ𝜎௭௭
ሺ௝,௦ሻ ,                               (2.5) 

డௐሺೕ,ೞሻ

డ఍
ൌ 𝑎ଵଷ

ሺ௝ሻ𝜎௫௫
ሺ௝,௦ሻ ൅ 𝑎ଶଷ

ሺ௝ሻ𝜎௬௬
ሺ௝,௦ሻ ൅ 𝑎ଷଷ

ሺ௝ሻ𝜎௭௭
ሺ௝,௦ሻ ,   డௐ

ሺೕ,ೞషభሻ

డక
൅ డ௎ሺೕ,ೞሻ

డ఍
ൌ 𝑎ହହ

ሺ௝ሻ𝜎௫௭
ሺ௝,௦ሻ, 

డௐሺೕ,ೞషభሻ

డఎ
൅ డ௏ሺೕ,ೞሻ

డ఍
ൌ 𝑎ସସ

ሺ௝ሻ𝜎௬௭
ሺ௝,௦ሻ,    డ௎

ሺೕ,ೞషభሻ

డఎ
൅ డ௏ሺೕ,ೞషభሻ

డక
ൌ 𝑎଺଺

ሺ௝ሻ𝜎௫௬
ሺ௝,௦ሻ.   

Из системы (2.5) все напряжения можно выразить через перемещения по формулам: 

𝜎௫௫
ሺ௝,௦ሻ ൌ െ𝐴ଶଷ

ሺ௝ሻ డௐሺೕ,ೞሻ

డ఍
൅ 𝐴ଶଶ

ሺ௝ሻ డ௎ሺೕ,ೞషభሻ

డక
െ 𝐴ଵଶ

ሺ௝ሻ డ௏ሺೕ,ೞషభሻ

డఎ
 , 

𝜎௬௬
ሺ௝,௦ሻ ൌ െ𝐴ଵଷ

ሺ௝ሻ డௐሺೕ,ೞሻ

డ఍
െ 𝐴ଵଶ

ሺ௝ሻ డ௎ሺೕ,ೞషభሻ

డక
൅ 𝐴ଷଷ

ሺ௝ሻ డ௏ሺೕ,ೞషభሻ

డఎ
 , 

𝜎௭௭
ሺ௝,௦ሻ ൌ 𝐴ଵଵ

ሺ௝ሻ డௐሺೕ,ೞሻ

డ఍
െ 𝐴ଶଷ

ሺ௝ሻ డ௎ሺೕ,ೞషభሻ

డక
െ 𝐴ଵଷ

ሺ௝ሻ డ௏ሺೕ,ೞషభሻ

డఎ
, (2.6) 

𝜎௫௬
ሺ௝,௦ሻ ൌ

1

𝑎଺଺
ሺ௝ሻ ቈ

𝜕𝑈ሺ௝,௦ିଵሻ

𝜕𝜂
൅
𝜕𝑉ሺ௝,௦ିଵሻ

𝜕𝜉
቉ ,     𝜎௫௭

ሺ௝,௦ሻ ൌ
1

𝑎ହହ
ሺ௝ሻ ቈ

𝜕𝑈ሺ௝,௦ሻ

𝜕𝜁
൅
𝜕𝑊ሺ௝,௦ିଵሻ

𝜕𝜉
቉, 

𝜎௬௭
ሺ௝,௦ሻ ൌ

1

𝑎ସସ
ሺ௝ሻ ቈ

𝜕𝑉ሺ௝,௦ሻ

𝜕𝜁
൅
𝜕𝑊ሺ௝,௦ିଵሻ

𝜕𝜂
቉ ,       𝑗 ൌ 𝐼, 𝐼𝐼, 𝐼𝐼𝐼, 

где 

𝐴ଵଵ
ሺ௝ሻ ൌ

௔భభ
ሺೕሻ௔మమ

ሺೕሻି௔భమ
ሺೕሻమ

∆ሺೕሻ
 ,     𝐴ଶଶ

ሺ௝ሻ ൌ
௔మమ
ሺೕሻ௔యయ

ሺೕሻି௔మయ
ሺೕሻమ

∆ሺೕሻ
, 𝐴ଷଷ

ሺ௝ሻ ൌ
௔భభ
ሺೕሻ௔యయ

ሺೕሻି௔భయ
ሺೕሻమ

∆ሺೕሻ
,  

𝐴ଵଶ
ሺ௝ሻ ൌ

௔భమ
ሺೕሻ௔యయ

ሺೕሻି௔మయ
ሺೕሻ௔భయ

ሺೕሻ

∆ሺೕሻ
, 𝐴ଵଷ

ሺ௝ሻ ൌ
௔భభ
ሺೕሻ௔మయ

ሺೕሻି௔భమ
ሺೕሻ௔భయ

ሺೕሻ

∆ሺೕሻ
,   𝐴ଶଷ

ሺ௝ሻ ൌ
௔మమ
ሺೕሻ௔భయ

ሺೕሻି௔భమ
ሺೕሻ௔మయ

ሺೕሻ

∆ሺೕሻ
,  

∆ሺ௝ሻൌ 𝑎ଵଵ
ሺ௝ሻ𝑎ଶଶ

ሺ௝ሻ𝑎ଷଷ
ሺ௝ሻ ൅ 2𝑎ଵଶ

ሺ௝ሻ𝑎ଵଷ
ሺ௝ሻ𝑎ଶଷ

ሺ௝ሻ െ 𝑎ଶଶ
ሺ௝ሻ𝑎ଵଷ

ሺ௝ሻ ଶ െ 𝑎ଵଵ
ሺ௝ሻ𝑎ଶଷ

ሺ௝ሻ ଶ െ 𝑎ଷଷ
ሺ௝ሻ𝑎ଵଶ

ሺ௝ሻ ଶ. 
Для определения функций 𝑈ሺ௝,௦ሻ, 𝑉ሺ௝,௦ሻ,𝑊ሺ௝,௦ሻ , ሺ𝑗 ൌ 𝐼, 𝐼𝐼, 𝐼𝐼𝐼ሻ получаются 

уравнения: 
డమ௎ሺೕ,ೞሻ

డ఍మ
൅ 𝑎ହହ

ሺ௝ሻ𝜌ሺ௝ሻሺΩ∗ሻଶ𝑈
ሺ௝,௦ሻ ൌ 𝑅௎

ሺ௝,௦ሻ, ሺU, V, W;𝑎ହହ,𝑎ସସ, 1 𝐴ଵଵ⁄  ሻ (2.7) 

где 

𝑅௎
ሺ௝,௦ሻ ൌ െ

𝜕ଶ𝑊ሺ௝,௦ିଵሻ

𝜕𝜉𝜕𝜁
െ 𝑎ହହ

ሺ௝ሻ ൥
𝜕𝜎௫௫

ሺ௝,௦ିଵሻ

𝜕𝜉
൅
𝜕𝜎௫௬

ሺ௝,௦ିଵሻ

𝜕𝜂
൩ , 𝑗 ൌ 𝐼, 𝐼𝐼, 𝐼𝐼𝐼, 

𝑅௏
ሺ௝,௦ሻ ൌ െ డమௐሺೕ,ೞషభሻ

డఎడ఍
െ 𝑎ସସ

ሺ௝ሻ ቈ
డఙೣ೤

ሺೕ,ೞషభሻ

డక
൅

డఙ೤೤
ሺೕ,ೞషభሻ

డఎ
቉,  (2.8) 
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𝑅ௐ
ሺ௝,௦ሻ ൌ

1

𝐴ଵଵ
ሺ௝ሻ ൥𝐴ଶଷ

ሺ௝ሻ 𝜕
ଶ𝑈ሺ௝,௦ିଵሻ

𝜕𝜉𝜕𝜁
൅ 𝐴ଵଷ

ሺ௝ሻ 𝜕
ଶ𝑉ሺ௝,௦ିଵሻ

𝜕𝜂𝜕𝜁
െ
𝜕𝜎௫௭

ሺ௝,௦ିଵሻ

𝜕𝜉
െ
𝜕𝜎௬௭

ሺ௝,௦ିଵሻ

𝜕𝜂
൩,   

 𝑗 ൌ 𝐼, 𝐼𝐼, 𝐼𝐼𝐼.,    𝑄ሺ௝,௡ሻ ≡ 0 при n ൏ 0. 
Решениями уравнений (2.7) являются: 

𝑈ሺ௝,௦ሻ ൌ 𝐶௨ଵ
ሺ௝,௦ሻሺ𝜉, 𝜂ሻ𝑠𝑖𝑛Ω∗ට𝑎ହହ

ሺ௝ሻ𝜌ሺ௝ሻ𝜁 ൅ 𝐶௨ଶ
ሺ௝,௦ሻcosΩ∗ට𝑎ହହ

ሺ௝ሻ𝜌ሺ௝ሻ𝜁 ൅ 𝑈
ሺ௝,௦ሻ

ሺ𝜉, 𝜂, 𝜁ሻ  

 ሺU, V, W;𝑎ହହ
ሺ௝ሻ,𝑎ସସ

ሺ௝ሻ, ଵ

୅భభ
ሺೕሻ ሻ,  (2.9) 

 𝑈,𝑉,𝑊- частные решения уравнений (2.7). 
После удовлетворения условий (1.3), (1.4), компоненты вектора перемещения для 

первого слоя определятся по формулам ( 0 ൑ 𝜁 ൑ 𝜁ଵ, 𝜁ଵ ൌ
ℎ1

ℎ
): 

𝑈ሺூ,௦ሻ ൌ ቆ𝑈ା െ 𝑈
ሺூ,௦ሻ

ሺ𝜁ଵሻቇ ∙
cosΩ∗ට𝑎ହହ

୍ 𝜌୍𝜁

cosΩ∗ට𝑎ହହ
୍ 𝜌୍𝜁ଵ

െ 

1

Ω∗ට𝑎ହହ
୍ 𝜌୍

቎
𝜕𝑈

ሺூ,௦ሻ
ሺ0ሻ

𝜕𝜁
൅
𝜕𝑊ሺூ,௦ିଵሻሺ0ሻ

𝜕𝜉
቏ ∙

sinΩ∗ට𝑎ହହ
୍ 𝜌୍ሺ𝜁 െ ζଵሻ

cosΩ∗ට𝑎ହହ
୍ 𝜌୍𝜁ଵ

  ൅ 𝑈
ሺூ,௦ሻ

ሺζሻ, 

        ሺ𝑈,𝑉; 𝜉, 𝜂;𝑎ହହ,𝑎ସସ ሻ 

𝑊ሺூ,௦ሻ ൌ ቆ𝑊ା െ𝑊
ሺூ,௦ሻ

ሺ0ሻቇ ∙
ୱ୧୬ஐ∗ටఘ౅/஺భభ

಺ ఍

ୱ୧୬ஐ∗ටఘ౅/஺భభ
಺ ఍భ

൅ (2.10) 

൅𝑊
ሺூ,௦ሻ

ሺ0ሻ
sinΩ∗ඥ𝜌୍/𝐴ଵଵ

ூ ሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ

sinΩ∗ඥ𝜌୍/𝐴ଵଵ
ூ 𝜁ଵ

൅𝑊
ሺூ,௦ሻ

ሺζሻ. 

Для второго слоя  ሺ𝜁ଵ ൑ 𝜁 ൑ 𝜁ଶ, 𝜁ଶ ൌ
ℎ1൅ℎ2

ℎ
ሻ: 

𝑈ሺூூ,௦ሻ ൌ
1
Ω∗
ඨ
𝑎ହହ
୍୍

𝜌୍୍
ቀ𝜎௫௭

ሺூ,௦ሻሺζଵሻ െ 𝜎෤௫௭
ሺூூ,௦ሻሺζଵሻቁ sinΩ∗ට𝑎ହହ

୍୍ 𝜌୍୍ሺ𝜁 െ ζଵሻ ൅ 

ቆ𝑈ାሺ௦ሻ െ 𝑈
ሺூூ,௦ሻ

ሺζଵሻቇ cosΩ∗ට𝑎ହହ
୍୍ 𝜌୍୍ሺ𝜁 െ ζଵሻ ൅ 𝑈

ሺூூ,௦ሻ
ሺζሻ, (2.11) 

       ሺ𝑥,𝑦, 𝑧;  𝑎ହହ,𝑎ସସ, 1 𝐴ଵଵ⁄ ;𝑈,𝑉,𝑊ሻ,        
для третьего слоя  ሺ𝜁ଶ ൑ 𝜁 ൑ 1ሻ: 

𝑈ሺூூூ,௦ሻ ൌ
1
Ω∗
ඨ
𝑎ହହ
୍୍୍

𝜌୍୍୍
ቀ𝜎௫௭

ሺூூ,௦ሻሺζଶሻ െ 𝜎෤௫௭
ሺூூூ,௦ሻሺζଶሻቁ sinΩ∗ට𝑎ହହ

୍୍୍𝜌୍୍୍ሺ𝜁 െ ζଶሻ ൅ 
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ቆ𝑈ሺூூ,௦ሻሺζଶሻ െ 𝑈
ሺூூூ,௦ሻ

ሺζଶሻቇ cosΩ∗ට𝑎ହହ
୍୍୍𝜌୍୍୍ሺ𝜁 െ ζଶሻ ൅ 𝑈

ሺூூூ,௦ሻ
ሺζሻ, (2.12) 

    ሺ𝑥,𝑦, 𝑧;  𝑎ହହ,𝑎ସସ, 1 𝐴ଵଵ⁄ ;𝑈,𝑉,𝑊ሻ,       
где 

𝜎෤௫௭
ሺ௝,௦ሻ ൌ

1

𝑎ହହ
௝ ቎

𝜕𝑈
ሺ௝,௦ሻ

𝜕𝜁
൅
𝜕𝑊ሺ௝,௦ିଵሻ

𝜕𝜉
቏ ,    𝑗 ൌ 𝐼𝐼, 𝐼𝐼𝐼. 

Решения будут конечными, если будут выполняться следущие условия: 

 cosΩ∗ට𝑎ହହ
୍ 𝜌୍𝜁ଵ ് 0,     ሺ𝑎ହହ, 𝑎ସସሻ 

 sinΩ∗ඥ𝜌୍/𝐴ଵଵ
ூ 𝜁ଵ ് 0  (2.13) 

Таким образом, условия 

cosΩ∗ට𝑎ହହ
୍ 𝜌୍𝜁ଵ ൌ 0,   ሺ𝑎ହହ, 𝑎ସସሻ, sinΩ∗ඥ𝜌୍/𝐴ଵଵ

ூ 𝜁ଵ ൌ 0   (2.14) 

являются условиями возникновения резонанса. Чтобы избежать возникновение 
резонанса необходимо физико-механические и геометрические параметры пластины 
выбрать таким образом, чтобы выполнялись условия (2.13), т.е. частота вынужденных 
колебаний не удовлетворяла условиям резонанса (2.14).  
Полученное решение, как правило, не удовлетворяет граничным условиям на боковой 
поверхности пакета. Для устранения возникшей неувязки необходимо иметь решение 
для пограничного слоя, которое при удалении от боковой поверхности во внутрь 
пакета убывает экспоненциально. 

3. Частнoе решениe. С точки зрения практических применений полученных 
результатов, наиболее используемыми являются случаи, когда внешнее воздейстие 
или постоянное или меняется линейно от тангенциальных координат. В этих случаях 
итерационный процесс определения искомых величин обрывается и получается 
математически точное решение во внешней задаче. 

Рассмотрим частный случай, когда внешнее воздействие постоянно:  
𝑢 ൌ 𝑢ା ൌ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,                    ሺ𝑈,𝑉,𝑊ሻ 

Тогда асимптотические решения прервятся уже в первом приближении и 
компоненты вектора перемещения примут вид: 

𝑢௝ ൌ 𝑙𝑈ሺ௝,଴ሻ 𝑒𝑥𝑝ሺ𝑖𝛺𝑡ሻ ,         ሺ𝑈,𝑉,𝑊ሻ, 
𝜎௫௫
௝ ൌ 𝜀ିଵ ∙ 𝜎௫௫

ሺ௝,଴ሻ 𝑒𝑥𝑝ሺ𝑖𝛺𝑡ሻ ,       ሺ𝑥,𝑦, 𝑧, ሻ  𝑗 ൌ 𝐼, 𝐼𝐼, 𝐼𝐼𝐼. 
Для первого слоя: 

𝑢ூ ൌ 𝑙 ∙ 𝑈ା ∙
𝑐𝑜𝑠𝛺∗ට𝑎ହହ

ூ 𝜌ூ𝜁

𝑐𝑜𝑠𝛺∗ට𝑎ହହ
ூ 𝜌ூ𝜁ଵ

𝑒𝑥𝑝ሺ𝑖𝛺𝑡ሻ, 

              ሺ𝑢, 𝑣;𝑈,𝑉;𝑎ହହ,𝑎ସସሻ 

𝑤ூ ൌ 𝑙 ∙ 𝑊ା ∙
𝑠𝑖𝑛𝛺∗ඥ𝜌୍/𝐴ଵଵ

ூ 𝜁

𝑠𝑖𝑛𝛺∗ඥ𝜌୍/𝐴ଵଵ
ூ 𝜁ଵ

𝑒𝑥𝑝ሺ𝑖𝛺𝑡ሻ. 
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𝜎௫௫ூ ൌ െ𝜀ିଵ ∙ 𝑊ା ∙ 𝐴ଶଷ
ூ 𝛺∗ඨ

𝜌୍

𝐴ଵଵ
ூ ∙

𝑐𝑜𝑠𝛺∗ඥ𝜌୍/𝐴ଵଵ
ூ 𝜁

𝑠𝑖𝑛𝛺∗ඥ𝜌୍/𝐴ଵଵ
ூ 𝜁ଵ

𝑒𝑥𝑝ሺ𝑖𝛺𝑡ሻ, 

          ሺ𝑥,𝑦, 𝑧,𝐴ଶଷ
ூ ,𝐴ଵଷ

ூ ,െ𝐴ଵଵ
ூ  ሻ 

𝜎௫௭ூ ൌ െ𝜀ିଵ ∙ 𝑈ା ∙ 𝛺∗ඨ
𝜌ூ

𝑎ହହ
ூ

𝑠𝑖𝑛𝛺∗ඥ𝑎ହହ
ூ 𝜌ூ𝜁

𝑐𝑜𝑠𝛺∗ඥ𝑎ହହ
ூ 𝜌ூ𝜁ଵ

𝑒𝑥𝑝ሺ𝑖𝛺𝑡ሻ ,

ሺ𝑥,𝑦;  𝑈,𝑉;𝑎ହହ,𝑎ସସሻ    
𝜎௫௬ூ ൌ 0, 
Для второго слоя: 

 𝑢ூூ ൌ ሺ𝑙 ∙ 𝑈ା ∙ 𝑐𝑜𝑠𝛺∗ට𝑎ହହ
ூூ 𝜌ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ ൅

𝑙
𝛺∗

∙ ඨ
𝑎ହହ
ூூ

𝜌ூூ
𝜎௫௭
ሺூ,଴ሻሺ𝜁ଵሻ ൈ 

𝑠𝑖𝑛𝛺∗ට𝑎ହହ
ூூ 𝜌ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻሻ 𝑒𝑥𝑝ሺ𝑖𝛺𝑡ሻ ,   ൬𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑢, 𝑣,𝑤;𝑈,𝑉,𝑊;𝑎ହହ,𝑎ସସ,

1
𝐴ଵଵ

൰. 

𝜎௫௫ூூ ൌ 𝜀ିଵ𝐴ଶଷ
ூூ ∙ ሺ𝑊ା ∙ 𝛺∗ඨ

𝜌ூூ

𝐴ଵଵ
ூூ ∙ 𝑠𝑖𝑛𝛺∗ඨ

𝜌ூூ

𝐴ଵଵ
ூூ ሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ െ 

              ଵ

஺భభ
಺಺ 𝜎௭௭

ሺூ,଴ሻሺ𝜁ଵሻ𝑐𝑜𝑠𝛺∗ට
ఘ಺಺

஺భభ
಺಺ ሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻሻ 𝑒𝑥𝑝ሺ𝑖𝛺𝑡ሻ,     ሺ𝑥𝑥,𝑦𝑦;  𝐴ଶଷ

ூூ ,𝐴ଵଷ
ூூ  ሻ, 

𝜎௭௭ூூ ൌ 𝜀ିଵ ∙ ሺെ𝐴ଵଵ
ூூ ∙ 𝑊ା ∙ 𝛺∗ඨ

𝜌ூூ

𝐴ଵଵ
ூூ ∙ 𝑠𝑖𝑛𝛺∗ඨ

𝜌ூூ

𝐴ଵଵ
ூூ ሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ ൅ 

              𝜎௭௭
ሺூ,଴ሻሺ𝜁ଵሻ𝑐𝑜𝑠𝛺∗ට

ఘ಺಺

஺భభ
಺಺ ሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻሻ 𝑒𝑥𝑝ሺ𝑖𝛺𝑡ሻ,  

𝜎௫௬ூூ ൌ 0,  

𝜎௫௭ூூ ൌ 𝜀ିଵ ∙ ሺെ𝑈ା ∙ 𝛺∗ඨ
𝜌ூூ

𝑎ହହ
ூூ 𝑠𝑖𝑛𝛺∗ට𝑎ହହ

ூூ 𝜌ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ ൅ 

            𝜎௫௭
ሺூ,଴ሻሺ𝜁ଵሻ𝑐𝑜𝑠𝛺∗ට𝑎ହହ

ூூ 𝜌ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻሻ 𝑒𝑥𝑝ሺ𝑖𝛺𝑡ሻ, 

ሺ𝑥,𝑦;  𝑈,𝑉;𝑎ହହ,𝑎ସସሻ    
Для третьего слоя: 

𝑢ூூூ ൌ 𝑙 ∙ ሺ𝑈ሺூூ,଴ሻሺ𝜁ଶሻ ∙ 𝑐𝑜𝑠𝛺∗ට𝑎ହହ
ூூூ𝜌ூூூሺ𝜁 െ 𝜁ଶሻ ൅

1
𝛺∗

∙ ඨ
𝑎ହହ
ூூூ

𝜌ூூூ
𝜎௫௭
ሺூூ,଴ሻሺ𝜁ଶሻ ൈ 

𝑠𝑖𝑛𝛺∗ට𝑎ହହ
ூூூ𝜌ூூூሺ𝜁 െ 𝜁ଶሻሻ 𝑒𝑥𝑝ሺ𝑖𝛺𝑡ሻ ,   ൬𝑥,𝑦, 𝑧;𝑢, 𝑣,𝑤;𝑈,𝑉,𝑊;𝑎ହହ,𝑎ସସ,

1
𝐴ଵଵ

൰, 
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𝜎௫௫ூூூ ൌ 𝜀ିଵ𝐴ଶଷ
ூூூሺ𝑊ሺூூ,଴ሻሺ𝜁ଶሻ ∙ 𝛺∗ඨ

𝜌ூூூ

𝐴ଵଵ
ூூூ ∙ 𝑠𝑖𝑛𝛺∗ඨ

𝜌ூூூ

𝐴ଵଵ
ூூூ ሺ𝜁 െ 𝜁ଶሻ െ 

              ଵ

஺భభ
಺಺಺ 𝜎௭௭

ሺூூ,଴ሻሺ𝜁ଶሻ𝑐𝑜𝑠𝛺∗ට
ఘ಺಺಺

஺భభ
಺಺಺ ሺ𝜁 െ 𝜁ଶሻሻ 𝑒𝑥𝑝ሺ𝑖𝛺𝑡ሻ,     ሺ𝑥𝑥,𝑦𝑦;  𝐴ଶଷ

ூூூ ,𝐴ଵଷ
ூூூ  ሻ, 

𝜎௭௭ூூூ ൌ 𝜀ିଵሺ𝐴ଵଵ
ூூூ ∙ 𝑊ሺூூ,଴ሻሺ𝜁ଶሻ ∙ 𝛺∗ඨ

𝜌ூூூ

𝐴ଵଵ
ூூூ ∙ 𝑠𝑖𝑛𝛺∗ඨ

𝜌ூூூ

𝐴ଵଵ
ூூூ ሺ𝜁 െ 𝜁ଶሻ ൅ 

              𝜎௭௭
ሺூூ,଴ሻሺ𝜁ଶሻ𝑐𝑜𝑠𝛺∗ට

ఘ಺಺಺

஺భభ
಺಺಺ ሺ𝜁 െ 𝜁ଶሻሻ 𝑒𝑥𝑝ሺ𝑖𝛺𝑡ሻ,  

𝜎௫௬ூூூ ൌ 0,  

𝜎௫௭ூூூ ൌ 𝜀ିଵ ∙ ሺെ𝑈ሺூூ,଴ሻሺ𝜁ଶሻ ∙ 𝛺∗ඨ
𝜌ூூூ

𝑎ହହ
ூூூ 𝑠𝑖𝑛𝛺∗ට𝑎ହହ

ூூூ𝜌ூூூሺ𝜁 െ 𝜁ଶሻ ൅ 

            𝜎௫௭
ሺூூ,଴ሻሺ𝜁ଶሻ𝑐𝑜𝑠𝛺∗ට𝑎ହହ

ூூூ𝜌ூூூሺ𝜁 െ 𝜁ଶሻሻ 𝑒𝑥𝑝ሺ𝑖𝛺𝑡ሻ, 

ሺ𝑥,𝑦;  𝑈,𝑉;𝑎ହହ,𝑎ସସሻ 
 

Заключение. В рассмотренной задаче изучено напряженно-деформированное 
состояние трехслойной пластинки, при наличии данных о перемещении точек 
поверхности контакта между первым и вторым слоями. 

Выведены условия возникновения резонанса. Проанализировав условия (2.14), 
приходим к выводу, что если измерительные приборы для считывания данных о 
перемещениях точек поверхности установлены между первым и вторым слоями, то в  
условия резонанса входят только параметры первого слоя, а на напряженно-дефор-
мированное состояние пластинки влияют параметры всех слоев. 

Проводя мониторинг по данным измерительных приборов и следя за изменением 
напряженно-деформированного состояния пакета во времени, можно определить 
моменты, когда будет нарушена прочность контактной поверхности между 
некоторыми слоями пластинки, в результате чего произойдет разрыв или контакт 
будет неполный. 
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