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The article considers the problem of optimal boundary control of a distributed heterogeneous vibrations 
system described by one-dimensional wave equation with piecewise constant characteristics. It is assumed that the 
wave travel time through each homogeneous section is the same. Control is achieved by shifting the left end while 
the right end is fixed. The quality criterion is the integral of the boundary energy specified over the entire time 
interval. A constructive approach to build an optimal control action that transfers vibrations over a given time 
interval from the initial state to the final state is proposed. 

Բարսեղյան Վ. Ռ. 

Ամրացված աջ եզրով ձախ եզրի տեղափոխությամբ անհամասեռ բաշխված պարամետրերով 

տատանողական համակարգի օպտիմալ եզրային ղեկավարման խնդիր էներգիայի ինտեգրալի 

մինիմալացմամբ 

Հիմնաբառեր՝ անհամասեռ տատանումներ, օպտիմալ եզրային ղեկավարում, եզրային էներգիայի 

ինտեգրալ, ալիքային հավասարում, կտոր առ կտոր հաստատուն բնութագրիչներ, տատանումների 

օպտիմալ ղեկավարում, փոփոխականների անջատում: 

Դիտարկվում է անհամասեռ բաշխված պարամետրերով տատանողական համակարգի օպտիմալ 

եզրային ղեկավարման խնդիր, որը նկարագրվում է կտոր առ կտոր հաստատուն բնութագրիչներով 

միաչափ ալիքային հավասարմամբ: Ենթադրվում է, որ յուրաքանչյուր համասեռ հատվածում ալիքը 

անցնում է հավասար ժամանակում։ Ղեկավարումը իրականացվում է ձախ եզրի տեղափոխություն-
ներով, երբ աջ եզրը ամրացված է: Որակի հայտանիշը հանդիսանում է ամբողջ ժամանակահատվածի 

վրա տրված եզրային էներգիայի ինտեգրալը: Առաջարկված է տատանողական համակարգը տրված 

սկզբնական վիճակից վերջնական վիճակ տեղափոխող օպտիմալ ղեկավարող ազդեցության կառուց-
ման կոնստրուկտիվ մոտեցում:  
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В статье рассмотрена задача оптимального граничного управления распределенной неоднородной 
колебательной системой, описываемой одномерным волновым уравнением с кусочно-постоянными 
характеристиками. Предположено, что время прохождения волны через каждый однородный участок 
одинаково. Управление осуществляется смещением левого конца при закрепленном правом конце. Крите-
рием качества является интеграл граничной энергии, заданный на всем промежутке времени. Предложен 
конструктивный подход построения оптимального управляющего воздействия, переводящего колебания за 
заданный промежуток времени из начального состояния в конечное состояние.  

 
Введение. Исследованию задач управления и оптимального управления распреде-

ленными колебательными системами с заданными начальными и конечными усло-
виями посвящены многие работы, в частности, [1-6]. Задачам исследования и управ-
ления разнородных распределенных составных систем посвящены, в частности, 
работы [7-22]. Одной из первых задач управления распределенной колебательной 
системой, состоящей из двух кусочно-однородных сред была поставлена А.Г. Бут-
ковским и исследована в работе [12]. В работах [13, 14] (и других работах этого же 
автора и его учеников) изучены задачи граничного управления колебаниями стержня, 
состоящего из разнородных участков. При исследовании этих задач использован 
метод Даламбера. В работе [2] рассмотрены задачи оптимального граничного управ-
ления смещениями на концах струны, основанными на минимизации интеграла 
граничной энергии, которые за произвольный, достаточно большой промежуток 
времени переводят процесс колебаний струны из произвольно заданного начального 
состояния в заданное финальное состояние. В указанных работах предложены 
различные методы решения задач управления и оптимального управления, например, 
метод Фурье, метод гармоник и метод моментов. 

Задачи управления и оптимального граничного управления колебательными 
процессами, состоящими из двух разнородных участков с заданными начальным и 
конечным условиями функционала интеграла от квадратов граничных смещений, 
рассмотрены в работах [7-11].  Задачи оптимального управления с функционалом 
интеграла от квадратов производных граничных смещений, т.е. интеграла граничной 
энергии, пока еще недостаточно исследованы. 

В настоящей работе рассмотрена задача оптимального граничного управления 
некоторой распределенной неоднородной колебательной системой, описываемой 
одномерным волновым уравнением, состоящей из двух разнородных участков, 
описывающих продольные колебания неоднородного стержня или поперечные 
колебания неоднородной струны с заданными начальным и конечным условиями. 
Предполагается, что длины разнородных участков колебательного процесса таковы, 
что время прохождения волны по каждому из участков одинаково.  

Цель данной статьи состоит в разработке аналитического подхода построения 
функции оптимального граничного управления одномерными колебательными неод-
нородными процессами смещением левого конца при закрепленном правом конце, 
переводящего колебания за заданный промежуток времени из заданного начального 
состояния в заданное конечное состояние. Критерием качества является интеграл 
граничной энергии, заданный на всем промежутке времени. Построение осущест-
вляется по следующей схеме. Задача сводится к задаче оптимального управления 
распределенными воздействиями с нулевыми граничными условиями, далее исполь-
зуется метод разделения переменных и методы теории оптимального управления 
конечномерными системами. 
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1. Постановка задачи. Рассматриваются колебания распределенной кусочно-

однородной среды, расположенной вдоль отрезка 1l x l    и состоящей из двух 

участков: участка 1 0l x    и участка 0 x l  . Скорость прохождения волны по 

участкам обозначим i
i

i

k
a 


, где

 i const   - плотность, ik const
 
-
 
модуль 

Юнга, 1, 2i  . Предполагается, что длины 1l  и l  участков выбраны так, что время 

прохождения волны по участку 1 0l x    совпадает со временем прохождения 

волны по участку 0 x l  , т.е. 

1

1 2

l l

a a
  .     (1.1) 

Отметим, что описанным колебательным неоднородным процессом могут быть 

продольные колебания кусочно-однородного стержня ( i - плотность, ik -модуль 

упругости, 1, 2i  ) или поперечные колебания кусочно-однородной струны ( i - 

плотность, ik -натяжение струны, 1, 2i  ). 

Пусть состояние распределенной кусочно-однородной среды (продольные колеба-
ния стержня или поперечные колебания струны), представлено функцией ( , )Q x t , 

1l x l   , 0 t T  . Отклонение от состояния равновесия, т.е. колебания распре-

деленной кусочно-однородной среды, описывается уравнением  
2

2
2 1 12

2 2
2
2 2

( , )
, 0, 0

( , )

( , )
, 0 , 0

Q x t
a l x t T

Q x t x
t Q x t

a x l t T
x

 
             

 (1.2) 

с граничными условиями 

1( , ) ( )Q l t t   ,   ( , ) 0Q l t  ,   0 t T  , (1.3) 

и с условиями сопряжения в точке 0x   соединения участков 
(0 0, ) (0 0, )Q t Q t     

2 2
1 1 0 0 2 2 0 0

( , ) ( , )
x x

Q x t Q x t
a a

x x   

 
  

 
.  (1.4) 

Пусть заданы начальные (при 0 0t t  ) и конечные (при t T ) условия 

0( ,0) ( )Q x x  ,  0
0

( , )
( )

t

Q x t
x

t 


 


,   1l x l   , (1.5) 

( , ) ( )TQ x T x  ,  ( )T
t T

Q
x

t 


 


,   1l x l   .    (1.6) 



27 

В формуле (1.3) функция ( )t  - управляющее воздействие (граничное управле-

ние).  

Предполагается, что функция   2, ( )TQ x t C  , где 

      1, : , , 0,T x t x l l t T     , а функции 
2

0 1( ), ( ) [ , ]Tx x C l l    , 

1
0 1( ), ( ) [ , ]Tx x C l l    .  

Предполагается также, что все функции такие, что выполняются следующие 
условия согласования. 

0 1(0) ( )l    ,     0 1(0) ( )l    ,      0 0( ) ( ) 0l l    ,       

1( ) ( )TT l    ,    1( ) ( )TT l    ,     ( ) ( ) 0T Tl l    .      (1.7) 

Сформулируем следующую задачу оптимального граничного управления колеба-
ниями системы (1.2) с заданными начальными (1.5) и конечными (1.6) значениями.
  

Требуется найти такое оптимальное управление 0 ( )t , 0 t T  , (1.3), под 

воздействием которого колебательное движение системы (1.2) из заданного 
начального состояния (1.5) переходит в конечное состояние (1.6) и минимизирующее 
функционал 

 2

0

( )
T

t dt  .  (1.8) 

Критерием качества (1.8) является интеграл граничной энергии, заданный на всем 
промежутке времени. 

 
2. Сведение задачи к задаче с нулевыми граничными условиями. Для 

решения поставленной задачи перейдем к новой переменной [7-10, 22] 

2
1

1

, 0,

, 0 ,

a
x l x

a

x x l

     
  

 ,  (2.1) 

что приводит к растяжению или сжатию отрезка 1 0l x    относительно точки 

0x  . При этом с учетом (1.1), будем иметь, что отрезок 1 0l x    переходит к 

отрезку 0l    . Для функции   ,Q t  получим на отрезках одинаковой длины 

одинаковые уравнения 
2

2
2 22

2 2
2
2 2

( , )
, 0, 0

( , )

( , )
, 0 , 0

Q t
a l t T

Q t

t Q t
a l t T

  
                 

  

или 
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2 2
2
22 2

( , ) ( , )Q t Q t
a

t

   


 
,  l l    ,   0 t T    (2.2) 

с соответствующими граничными условиями 
( , ) ( )Q l t t   , ( , ) 0Q l t  ,   0 t T  , (2.3) 

с начальными условиями 

0( ,0) ( )Q     ,  0
0

( , )
( )

t

Q t

t 

 
  


, l x l   ,      (2.4) 

с конечными условиями 

( , ) ( )TQ T    , 
( , )

( )T
t T

Q t

t 

 
  


,   l l    ,  (2.5) 

и с условиями сопряжения в точке 0   соединения участков 

(0 0, ) (0 0, )Q t Q t   ,   1 1 0 0 2 2 0 0

( , ) ( , )Q t Q t
a a   

   
  

 
.     (2.6) 

Отметим, что для удобства, после замены переменной (2.1) все функции 
оставлены в исходных обозначениях. 

Так как граничные условия (2.3) неоднородны, решение уравнения (2.2) построим 
в виде суммы 

( , ) ( , ) ( , )Q t V t W t     ,  (2.7) 

где ( , )V t  - функция с граничными условиями 

( , ) ( , ) 0V l t V l t   ,    (2.8) 

требующая определения, а функция ( , )W t  - решение уравнения (2.2) с 

условиями 
( , ) ( )W l t t   ,   ( , ) 0W l t  .   (2.9) 

и имеет вид 

   1
, 1

2
W t t

l

     
 

.    (2.10) 

Подстановка (2.7) в (2.2) с учетом (2.10), приводит к следующему уравнению для 
определения функции ( , )V t   

2 2
2
22 2

( , ) ( , )
( , )

V t V t
a F t

t

   
  

 
, l l    , 0 t T       (2.11) 

где 

   1
, 1

2
F t t

l

     
 

 .      (2.12) 

Функция ( , )V t  удовлетворяет соответствующему условию сопряжения (2.6) в 

точке 0   соединения участков. Отметим, что из (1.7), согласно (2.1) и (1.1), будем 

иметь 

0 1 0( ) ( )l l     ,          1( ) ( )T Tl l     , 
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0 1 0( ) ( )l l     ,     1( ) ( )T Tl l     .   (2.13) 

Из начальных (2.4) и конечных (2.5) условий, с учетом условий (1.8) и (2.13) 
функция ( , )V t  должна удовлетворять следующим начальным 

 0 0

1
( ,0) ( ) ( )

2
V l l

l
        , 

 0 0
0

( , ) 1
( ) ( )

2t

V t
l l

t l

 
      


,  (2.14) 

и конечным условиям 

       1
,

2T TV T l l
l

        , 

     ( , ) 1

2T T
t T

V t
l l

t l

 
      


. (2.15) 

Таким образом, решение исходной задачи сведено к задаче управления колеба-
нием, описываемым неоднородным уравнением (2.11) с однородными граничными 
условиями (2.8), которая формулируется следующим образом:  

требуется найти такое граничное оптимальное управление  ( )t , 0 t T  , под 

воздействием которого колебание, описываемое уравнением (2.11) с граничными 
условиями (2.8), переходит из заданного начального состояния (2.14) в конечное 
состояние (2.15) и минимизирующие функционал (1.8). 

 
3. Сведение решения задачи с нулевыми граничными условиями к проблеме 

моментов. Учитывая, что граничные условия (2.8) однородны, решение уравнения 
(2.11) ищем в виде  

1

( , ) ( )sink
k

k
V t V t

l





 
  ,   

1
( ) ( , ) sin

l

k

l

k
V t V t d

l l

 
   .    (3.1) 

Функции ( , )F t , 0 ( )  , ( )T  , 0 ( )   и ( )T 
 
представим в виде рядов 

Фурье, в базисе sin
k

l

  
 
 

  1, 2,...k  , и, подставив их значения вместе с 

( , )V t  в уравнение (2.11),  в соотношение (2.12), в условия (2.14) и (2.15), получим 

для каждого 1, 2,...k   следующее неоднородное обыкновенное дифференци-

альное уравнение второго порядка   

2( ) ( ) ( )k k k kV t V t F t  ,  

2
2 2
k

a k

l

    
 

,  (3.2) 

22
( ) ( )k

k

a
F t t

l
  


 ,  (3.3) 

с начальным 
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(0) 2
0(0) ( )k k

k

a
V l

l
    


,   

(0) 2
0(0) ( )k k

k

a
V l

l
    


 , (3.4) 

и конечным условиями 

( ) 2( ) ( )T
k k T

k

a
V T l

l
    


,   

( ) 2( ) ( )T
k k T

k

a
V T l

l
    


 . (3.5) 

Здесь коэффициенты Фурье функции ( , )F t , 0 ( )  , ( )T  , 0 ( )   и ( )T   

обозначены через ( )kF t , 
(0)
k , 

( )T
k , 

(0)
k  и 

( )T
k , соответственно. 

Общее решение уравнения (3.2) с условиями (3.4) имеет вид  

0

1 1
( ) (0)cos (0)sin ( )sin ( )

t

k k k k k k k
k k

V t V t V t F t d         
   ,   

0

( ) (0)sin (0) cos ( ) cos ( )
t

k k k k k k k kV t V t V t F t d            .       3.6) 

Учитывая начальные и конечные условия, из (3.6) получим, что функции ( )kF   

для каждого k  должны удовлетворять следующим интегральным соотношениям: 

1

0

( ) sin ( ) ( )
T

k k kF T d C T       ,      2

0

( ) cos ( ) ( )
T

k k kF T d C T       .     (3.7) 

где 

1 ( ) ( ) (0)cos (0)sink k k k k k k kC T V T V T V T       , 

2 ( ) ( ) (0)sin (0)cosk k k k k k kC T V T V T V T       , 

Следуя [3-6,22], подставляя выражение функции ( )kF t  из (3.3) в соотношения 

(3.7) и интегрируя по частям с учетом условий согласования (1.7), получим, что 
функция ( )t  для каждого k  должна удовлетворять следующим интегральным 

соотношениям: 

  1

0

( ) cos ( )
T

k kT d C T        ,       2

0

( ) sin ( )
T

k kT d C T        ,     (3.8), 

где 

0
1 1

2

( )
( ) sin ( )

2k k k
k

l l
C T T C T

a

 
  


 ,      1, 2,...k   

0
2 2

2

( )( )
( ) cos ( )

2
T

k k k
k k

ll l
C T T C T

a

  
   

 
 , (3.9) 

Таким образом, решение поставленной задачи оптимального управления сводится 
к нахождению такого граничного управления ( )t , 0 t T  , которое для каждого 

1, 2,...k   удовлетворяет интегральным соотношениям (3.8) и доставляет минимум 

функционалу (1.8). 
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Введем следующие обозначения:  

 
 

cos
( )

sin
k

k
k

T
H

T

   
      

,  
1

2

( )
( )

( )
k

k
k

C T
C T

C T

 
  
 

,       ( )U     .      (3.10) 

Отметим, что на практике обычно выбираются несколько первых n  ( 1,...,k n ) 

гармоник колебаний и решается задача синтеза управлений, используя методы 
теории управления конечномерными системами. Решение задачи будем строить 
придерживаясь этого подхода. 

Тогда, учитывая введенные обозначения (3.10), для первых n  гармоник соотно-
шения (3.8) запишутся следующим образом: 

0

( ) ( )
T

n n nH U d     ,   (3.11) 

где  

  ( )n nU     ,  

1

2

( )

( )
( )

( )

n

n

H

H
H

H

 
     
   


,     

1

2

( )

( )

( )

n

n

C T

C T

C T

 
 
  
 
 
 


,  (3.12) 

с размерностями  ( ) 2 1nH n   ,  2 1n n   . 

Для произвольного числа первых n  ( 1,...,k n ) гармоник число интегральных 

соотношений в (3.8) равно 2n , которым должна одновременно удовлетворять 
искомая функция управления ( )t .  

Таким образом, интегральные условия (3.8) представлены условием (3.11). 
Из полученного соотношения (3.11) следует справедливость следующего утверж-

дения [23]. Для произвольного числа первых n  гармоник динамический процесс, 
описываемый (3.2) с условиями (3.4), (3.5), вполне управляем на промежутке времени 

 0,T
 
тогда и только тогда, когда для любого вектора n  (3.12), можно найти 

управление ( )nU t ,  0,t T , удовлетворяющее условию (3.11). 

  
4. Построение решения задачи. Отметим, что левая часть условия (3.11) - линей-

ная операция, порожденная функцией управления ( )nU   на промежутке времени 

 0,T , а функционал (1.8) можно рассматривать как квадрат нормы линейного нор-

мированного пространства 2L . Следовательно, задачу оптимального управления с 

интегральным условием (3.11) при функционале (1.8) для каждого n , 1, 2,...n   
можно рассматривать как проблему моментов [1, 23]. 

Поэтому построим решение задачи (1.8) и (3.8) при 1, 2,...,k n  с помощью 

алгоритма решения проблемы моментов. Для решения конечномерной (при 
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1, 2,...,k n ) проблемы моментов (1.8) и (3.8), следуя [23], нужно найти величины 

kp , kq , 1,...,k n , связанные условием 

 1 2
1

1
n

k k k k
k

p C q C


  ,    (4.1) 

для которых 

 20 2

(4.1)
0

( ) min ( )
T

n nh d    ,  (4.2) 

где 

   
1

( ) cos sin
n

n k k k k
k

h p T q T


           .   (4.3)  

Для определения величин 
0
kp , 

0
kq , 1,...,k n , минимизирующих (4.2), приме-

ним метод неопределенных множителей Лагранжа. Введем функцию 

   2

1 2
10

( ) ( ) ( ) 1
T n

n n n k k k k
k

f h d p C T q C T


 
      

 
 , 

где n  - неопределенный множитель Лагранжа. На основе этого метода, вычисляя 

производные по kp , kq , 1,...,k n  функции nf  и приравнивая к нулю, с учетом 

обозначения (4.3), после присоединения к полученным уравнениям условия (4.1), 

получим замкнутую систему 2 1n  алгебраических уравнений относительно 

стольких же неизвестных величин kp , kq , 1,...,k n , n : 

1
1

( )
2

n
n

jk j jk j k
j

a p b q C T


     , 

2
1

( )
2

n
n

jk j jk j k
j

d p e q C T


     ,  (4.4) 

 1 2
1

( ) ( ) 1
n

k k k k
k

p C T q C T


  ,  1,...,k n ,            

где 

   
0

cos cos
T

jk j ka T T d        ,  

   
0

sin cos
T

jk j kb T T d        , 

   
0

cos sin
T

jk j kd T T d        , 
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   
0

sin sin
T

jk j ke T T d        ,  (4.5)  

Пусть величины 
0 0,k kp q , 1,...,k n  и 

0
n , являются решением замкнутой 

системы алгебраических уравнений (4.4). Тогда, согласно (4.2), (4.3) будем иметь 

 20 2 0

0

( ) ( )
T

n nh d    , 

   0 0 0

1

( ) cos sin
n

n k k k k
k

h p T q T


           .  (4.6) 

Оптимальная функция 
0 ( )n   для любого 1, 2,...n   представляется в виде: 

0 0
0 2

1
( ) ( )

( )n n
n

h   


 . 

Отсюда имеем 

0 0
0 2

0

1
( ) ( )

( )

t

n n
n

t h d S    
  ,     0,t T , (4.7) 

где S
 
– постоянная интегрирования. Из (4.7) имеем, что 

0 (0)n S  , следовательно, 

учитывая условия согласования (1.7) и (2.13), получим 0 ( )S l   . 

Для вывода явного выражения оптимального управления  
0 ( )n  ,  0,T , из 

(4.7), вычисляя соответствующие интегралы, будем иметь: 

   0 0 0
0 2

1

1 1
( ) sin cos

( )

n

n k k k k
kn k

t p T t q T t


         
 

0 0
0sin cos ( )k k k kp T q T l       .      (4.8) 

Отметим, что согласно (2.1) из (2.13) имеем, что 0 0 1( ) ( )l l     , т.е. при 

переходе к исходным переменным последнее слагаемое выражения функции 
0 ( )n t

 
будет 0 1( )l  . 

Таким образом, имея явный вид функции оптимального граничного управления 
0 ( )n t ,  0,T , можно построить соответствующую функцию состояния 

0 ( , )nQ t . 

Подставляя полученные выражения для оптимальных управлений 
0 ( )n t ,  0,T ,  

в  (3.3), а полученное для 
0 ( )kF   выражение – в (3.6), получим функцию 

0 ( )kV t , 

 0,t T , 1,...,k n . Далее, из формулы (3.1) будем иметь: 

0 0

1

( , ) ( )sin
n

n k
k

k
V t V t

l


   ,  (4.9) 
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где 

0 0

0

1 1
( ) (0) cos (0)sin ( )sin ( )

t

k k k k k k k
k k

V t V t V t F t d         
   , 

а с помощью формул (2.7) и (2.10) получим функцию 
0 ( , )nQ t , которую назовем 

оптимальной функцией состояния колебательной системы для первых n  гармоник. 

Функция 
0 ( , )nQ t  запишется в виде  

 0 0 01
( , ) ( , ) ( )

2n n nQ t V t l t
l

      .  (4.10) 

Учитывая обозначения (2.1), согласно (4.9) и (4.10), оптимальная функция 
0 ( , )nQ x t  в исходных переменных, т.е. при 1l x l    представляется в виде: 

0 0
1

1 1 10

0 0

1

1
( )sin (1 ) ( ), 0, 0

2
( , )

1
( )sin (1 ) ( ), 0 , 0

2

n

k n
k

n n

k n
k

k x
V t x t l x t T

l l
Q x t

k x
V t x t x l t T

l l






        

       




.    (4.11) 

Из полученных явных выражений (4.8)-(4.11) видно, что в силу непрерывности 

функции 
0 ( )n t ,  0,T

 
оптимальная функция состояния 

0 ( , )nQ x t  также явля-

ется непрерывной и можно убедиться, что для функции 
0 ( , )nQ x t

 
выполняются 

условия сопряжения в точке 0x   соединения участков (1.4). 
 
Заключение. В работе предложен конструктивный подход построения функции 

оптимального граничного управления одномерными неоднородными колебатель-
ными процессами смещением левого конца при закрепленном правом конце, перево-
дящим колебания за заданный промежуток времени из заданного начального состо-
яния в заданное конечное состояние с критерием качества, являющимся интегралом 
граничной энергии, заданным на всем промежутке времени. Результаты могут быть 
использованы при проектировании оптимального граничного управления процессами 
разнородных колебаний в физических и технологических системах. 
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