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Some aspects of the development of the classical, refined, asymptotic theories of anisotropic plates and shells in 
Armenia are outlined. The decisive role of S.A.Ambartsumyan in the creation and development of these theories, 
the foundation of the corresponding Scientific school is noted. 

Աղալովյան Լ.Ա. 
Հայաստանում թաղանթների և սալերի տեսության զարգացման որոշ ասպեկտների մասին 

Հիմնաբառեր՝ սալեր, թաղանթներ, դասական, ճշգրտված, ասիմպտոտիկ տեսություններ, ոչ 
դասական եզրային խնդիրներ: 

Շարադրված են Հայաստանում անիզոտրոպ թաղանթների և սալերի դասական, ճշգրտված, 
ասիմպտոտիկ տեսությունների զարգացման որոշ ասպեկտները: Ընդգծված է Ս.Համբարձումյանի 
որոշիչ դերը այդ տեսությունների ստեղծման, զարգացման, համապատասխան գիտական դպրոցի 
հիմնադրման վեհ գործում: 

Излагаются некоторые аспекты развития классической, уточненных, асимптотической теорий 
анизотропных пластин и оболочек в Армении. Отмечается решающая роль С.А. Амбарцумяна в создании 
и развитии этих теорий, основании соответствующей Научной школы. 

1. Классическая и уточненные теории пластин и оболочек
Балки, стержни, пластины и оболочки являются составными элементами

современных строительных конструкций, машиностроения, летательных и морских 
аппаратов, приборостроения. Для расчета на прочность, устойчивость и долговеч-
ность подобных конструкций необходимо определить их напряженно-деформирован-
ные состояния (НДС). Для этого в общем случае следует решить соответствующую 
трехмерную задачу теории упругости. Однако, первоначально было трудно преодо-
левать возникающие математические трудности и нашли развитие прикладные 
теории на основе метода принятия гипотез, используя их геометрическую специфику. 
Для балок и стержней один из размеров (длина) намного больше размеров их попе-
речного сечения. Для пластин и оболочек – толщина намного меньше тангенциаль-
ных размеров. Классическая теория изотропных балок и стержней построена на 
основе гипотезы плоских сечений Бернулли-Кулона-Эйлера (Тимошенко, 1965). 
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Первые исследования по теории пластин выполнены Коши и Пуассоном методом 
разложения по переменному параметру толщины. Однако сразу возникло противоре-
чие, связанное с несоответствием между порядком основного дифференциального 
уравнения (четвертый) и выведенных Пуассоном граничных условий на боковой 
поверхности (их оказалось три). Это обстоятельство почти на полвека приостановило 
развитие теории. Проблему удалось решить Кирхгофу методом гипотез (гипотеза о 
недеформируемых нормалях). Кирхгоф на основе этой гипотезы, гласящей: 
нормальный к координатной поверхности прямолинейный элемент пластинки после 
деформации остается прямолинейным, нормальным к деформированной 
координатной поверхности пластинки и сохраняет свою длину; и варьированием 
потенциальной энергии деформации вывел основное уравнение изгиба пластинки и 
непротиворечивые граничные условия на боковой поверхности (их оказалось два). 
Обычно помимо этой геометрической гипотезы используется и вторая (статическая) 

гипотеза: нормальным напряжением  , действующим на площадках, параллельных 

координатной, и имеющим направление нормали к этим площадкам, можно 
пренебречь по сравнению с другими компонентами тензора напряжений. Ляв (1935) 
распространил эти гипотезы (гипотезы Кирхгофа-Лява) для вывода основных 
уравнений изотропных оболочек. Большой вклад для окончательного построения 
классической теории изотропных пластин и оболочек и методов решения возника-
ющих прикладных задач внесли: Лурье, 1947; Власов, 1949; Голденвейзер, 1953, 
1976;Тимошенко, 1963; Новожилов, 1962;Флюгге, 1961; Доннел, 1982 и др. 
Классическая теория анизотропных пластин построена Лехницким, 1957. Классиче-
ская теория слоистых анизотропных оболочек безупречно построена С. А. Амбарцу-
мяном, 1961. Монография С. А. Амбарцумяна сразу же приобрела известность, была 
переведена NACA и издана в США (AmbartsumianS.A., 1964). По сей день она 
является настольной книгой конструкторских бюро по новой технике, подтверждая 
мировую известность автора. 

В последующем, вплоть до сороковых годов двадцатого века доминирующую 
роль играли исследования на основе гипотезКирхгофа-Лява. Начиная с этих годов 
наметился интерес и к другим способам решения трехмерных задач теории упругости 
для пластин и оболочек. Это было связано с тем, что гипотезы Кирхгофа-Лява не 
всегда обеспечивали необходимую точность результатов. Сказанное касается, в 
частности, анизотропных пластин и оболочек, слоистых пластин и оболочек, 
динамических задач, пластин и оболочек из современных композиционных 
материалов. Для решения возникающих проблем было предложено множество 
подходов, которые можноразбить на три группы: а) метод смягченных гипотез, б) 
метод разложений по толщине, в) асимптотический метод. За короткий период 
появились основанные на смягченных допущениях теории Э. Рейсснера (ReissnerE., 
1944; 1945), С. Амбарцумяна (Амбарцумян1967; 1971;1987;1991; Ambartsumian 
1971), типа С. Тимошенко (Naghdi, 1957;Пелех, 1973). 

В уточненной теории пластин Э.Рейсснера задается закон изменения основных 

расчетных тангенциальных напряжений xx , xy , yy  по толщине пластины и из 

уравнений равновесия и соотношений упругости 3D задачи выводятся двумерные 
непротиворечивые уравнения для определения перемещений и остальных компонент 
тензора напряжений. С точки зрения решения 3D задачи теории упругости, ошибка 
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в выборе закона изменения основных расчетных напряжений будет чувствительно 
влиять на окончательные результаты. 

В уточненной теории пластин Амбарцумяна С.А. основной упор сделан на каса-

тельные напряжения xz , yz , не считающиеся основными. Предполагается, что: 

а) нормальное к срединной плоскости пластинки перемещение w  не зависит от 
координаты z (как в классической теории); 

б) касательные напряжения xz , yz меняются по толщине пластинки по 

заданному закону: 

1

2

( ) ( ) ( , )
2

( ) ( ) ( , )
2

xz

yz

X X z
X X f z x y

h

Y Y z
Y Y f z x y

h

 
 

 
 


     


     

 (1) 

где h – толщина пластинки, ( )if z - заданные функции, которые характеризуют 

законы изменения этих касательных напряжений по толщине пластинки, 

0; ( , ), ( , )
2i

h
f z x y x y
      
 

 - неизвестные пока функции. Представление 

касательных напряжений в виде (1) позволяет с самого начала тождественно 

удовлетворять граничным условиям на лицевых поверхностях 2
hz    пластинки:

( ) ( , ); ( ) ( , )
2 2xz yz

h h
z X x y z Y x y          

 

 (2) 

где ,X Y 
– тангенциальные компоненты заданных поверхностных нагрузок. 

Удовлетворивуравнения равновесия и соотношения упругости (обобщенный 
закон Гука), решение 3D  задачи сводится к решению системы из пяти двумерных 
дифференциальных урaвнений и удовлетворению соответствующих приведенных 
граничных условий на боковой поверхности пластинки относительно пяти 
неизвестных функций ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )u x y v x y w x y x y x y  . Построена соот-

ветствующая уточненная теория дла анизотропных оболочек, а также итерационная 
теория (Амбарцумян 1974). 

На основе классической и уточненных теорий анизотропных пластин и оболочек 
С.А. Амбарцумяном, его учениками Г.Е. Багдасаряном, В.Ц. Гнуни, А.А. Хачатря-
ном, Л.А. Мовсисяном, М.В. Белубекяном, Р.М. Киракосяном и другими учениками и 
сотрудниками решено множество интересных прикладных задач по прочности, 
устойчивости и колебаниям пластин и оболочек, в том числе слоистых. В результате 
созданная С.А. Амбарцумяном армянская Научная школа по теории пластин и 
оболочек приобрела известность не только в СССР, но и во всем мире. 

Важное место занимают исследования С.А. Амбарцумяна и его учеников по 
изучению взаимодействия тонкостенных конструктивных элементов с различными 
физическими полями, в частности, температурными, электромагнитными и др. 
С.А. Амбарцумяном, Г.Е. Багдасаряном, М.В. Белубекяном на основе им же предло-
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женной гипотезы магнитоупругости тонких тел, построена теория магнитоупругости 
тонких оболочек и пластин (Амбарцумян, Багдасарян, Белубекян, 1977). В дальней-
шем это направление интенсивно развивалось и расширялось. Основные результаты 
отражены в монографиях (Амбарцумян, Белубекян, 1991;1992;2010; Амбарцумян, 
Багдасарян, 1996);(Багдасарян, 1999; Baghdasaryan, Mikilyan, 2016; Baghdasaryan, 
Danoyan,2018). Спектр научных интересов С.А.Амбарцумяна продолжал оставаться 
широким. Он является автором разномодульной теории упругости 
(Амбарцумян,1982), прикладной микрополярной теории оболочек и пластин 
(Амбарцумян,1999). 

По уточненной теории типа Тимошенко сначала задаются компоненты вектора 
перемещения (обычно как линейные функции от толщинной переменной), затем 3D  
задача теории упругости сводится к двумерной для пластин и оболочек (Naghdi, 
1957; Пелех, 1973). 

Согласно методу разложения по толщине, искомые величины предствляются в 
виде степенных рядов по поперечной координате z к пластинке или оболочке. Этому 
методу посвящена монография (Кильчевский,1963). Н.А. Kильчевским 
вариационным методом выведены также непротиворечивые граничные условия, 
которые возникали у Коши как проблема. 

К методу разложения по толщине можно отнести также представления искомых 
величин в виде ряда по некоторым специальным функциям от поперечной координа-
ты, в частности по полинимам Лежандра. Такая теория для изотропных оболочек 
построена И.Н. Векуа (Векуа, 1982). Характерной особенностью методов разложения 
по толщине является повышение порядка основных разрешающих дифференциаль-
ных уравнений с увеличением числа приближений, что приводит к необходимости 
преодоления значительных математических трудностей. 

 
2. Асимптотическая теория пластин и оболочек 

 
Учитываявышеуказаннуюспецификупластиниоболочек,переходявуравне-

нияхравновесия(движения) и соотношениях упругости 3D  задачи теории упругости 
к безрзамерным координатам и пермещениям, всегда есть возможностьвыделить 
малый геометрический параметр /h l  ( h - толщина, l - характерный тангенци-
альный размер) в этих уравнениях и соотношениях. Казалось бы, можно обычным 
разложением по этому параметру решить 3D задачу. Последовало разочарование, 
ибо система оказалась сингулярно возмущенной малым параметром. При этом малый 
параметр оказался коэффициентом не всего старшего оператора, а лишь его части. На 
сингулярно возмущенные дифференциальные уравнения математики начали обра-
щать внимание начиная с середины двадцатого века (К. О. Фридрихс, А. Н. Тихонов, 
В. Вазов, М. И. Вишик и Л. А. Люстерник, А. Х. Найфе и др.). Последовало бурное 
развитие и появилось множество первоклассных монографий (Вазов В., 1968; 
Васильева А. Б., Бутузов В. Ф., 1973; Найфе А. Х., 1976: Ломов С. А., 1981 и др.). 
Однако в этих монографиях не был обсужден тип сингулярно возмущенных диф-
ференциальных уравнений, возникающих в теории упругости для тонких тел. Для 
решения подобных уравнений и систем эффективным оказался асимптотический 
метод. Первыми работами по применению асимптотического метода для решения 
задач пластин и оболочек являются (FriedrichsandDressler, 1961; Green,1962a; 1962b; 
Гольденвейзер, 1962). Было доказано, что одним разложением по малому параметру, 
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как в регулярно возмущенных малым параметром уравнениях, задачу решить 
невозможно. Решение сингулярно возмущенных уравнений и систем складывается из 

двух качественно различных слагаемых: решения внешней задачи ( outI ) и решения 

пограничного слоя ( bI ): 

out
bI I I   (3) 

Применительно к 3D  задаче теории упругости, решением внешней задачи 
помимо удовлетворения уравнений равновесия (движения) и соотношений 
упругости, удовлетворяются граничные условия на лицевых поверхностях пластинки 
или оболочки (внешние условия). Это же решение в русскоязычных 

публикацияхбыло принято называть решением внутренней задачи ( intI ) в том плане, 
что оно справедливо на некотором расстоянии от боковой поверхности, т.е. внутри 

пластинки или оболочки. Решение bI  локализовано вблизи боковой поверхности и 

как правило все его величины экспоненциально убывают при удалении от боковой 
поверхности во внутрь пластинки или оболочки. Эти решения можно построить 
раздельно. 

Решение внешней задачиищется в виде 

( ) , 0,Iq sout sI I s N    (4) 

где обозначение 0,s N  означает суммирование по целочисленным значениям 

повторяющегося (немого) индекса s  от нуля до числа приближений N (обозначение 

Эйнштейна). В случае регулярного возмущения 0Iq  . Здесь же значение Iq  зависит 

от искомой функции и от типа краевых условий на лицевых поверхностях. Они 
должны быть такими, чтобы после подстановки (4) в преобразованные переходом к 
безразмерным координатам и перемещениям системы и приравнивания в каждом 
уравнении соответствующих коэффициентов при  , возможно было получить 

непротиворечивую систему для определения всех ( )sI . Это наиболее трудная часть 
при использовании асимптотического метода. Неслучайно, что некоторые авторы 

отыскание таких Iq считают искусством (Бабич, Булдырев, 1977). Например, в 

плоской задаче для полосы (балки) имеем 2Iq   для ,xx u ; 1Iq   для xy ;

0Iq   для yy ; 0Vq  в симметричной (растяжение - сжатие), 3Vq   в 

кососимметричной (изгиб) задачах (Агаловян, 1997). Соответствующее этой 
асимптотике разрешающее уравнение при 0s  совпадает с уравнением на основе 
гипотезы плоских сечений Бернулли-Кулона-Эйлера, последующие приближения 
уточняют данные классической теории балок и стержней. Уникальны свойства 
решения пограничного слоя для изотропной полосы ширины 2h . Оно является 

математически точным. Напряжения ,xxb xyb  в произвольном поперечном 

сечении самоуравновешенны:  
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0, 0, 0
h h h

xxb xxb xyb

h h h

dy y dy dy
  

  

         (5) 

Все искомые величины пограничного слоя убывают от торца 0x  балки 

(стержня) во внутрь как 1exp Re
x

h
   
 

, где 1 – первый корень с 1Re 0   

уравнения sin 2 2 0   в симметричной задаче 1(Re 2.106)  и уравнения

sin 2 2 0   в задаче изгиба 1(Re 3.749)  . Постоянные в решении внешней 

задачи однозначно определяются, используя свойство (5) и на их значения не влияют 
самоуравновешенные торцевые нагрузки, т.е. тождественно выполняется принцип 
Сен-Венана. Таким образом, принцип Сен-Венана есть следствие, вытекающее из 
математически точного решения плоской задачи. 

Асимптотический метод позволяет решить первую краевую 3D задачу для 
термоупругой пластинки 

 ( , , ) :0 , 0 , , min( , ) ,D x y z x a y b h z h a b l h l          , 

обладающей общей анизотропией (21 постоянная упругости). Считается, что на 
лицевых плоскостях z h  заданы значения напряжений 

( , , ) ( , ), , ,jz jzx y h x y j x y z    
 

(6) 

В уравнениях равновесия с учетом объемных сил и соотношениях упругости с 
учетом влияния температурного поля по модели Дюгамеля-Неймана, переходя к 

безразмерным координатам , ,x l y l z h     и перемещениямU u l ,

V v l , W w l ,снова получим сингулярно возмущенную малым параметром 

h l  систему. Решение этой системы имеет вид (3), а решение внешней задачи 

вид (4). Для определения ( )sI  получим непротиворечивую систему, если 

для для

для для для

2 , , ;

, ;

1 , ;

0 ; 2 3

I xx xy yy I xz yz

I zz I I

q

q q Wv

q

u q

        

     
 (7) 

Подставив (4), с учетом (7), в безразмерные уравнения равновесия и 
соотношения упругости, получим уравнения 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11 12 1 12 22 2,s s s s s sl u l v P l u l v P   

 
(8) 

 
4 ( ) 4 ( ) 4 ( )

11 16 12 664 3 2 2

4 ( ) 4 ( )
( )

26 223 4

4 2 2

4

s s s

s s
s

W W W
B B B B

W W
s B B q

  
   

    

 
  

  
 

(9) 
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Написанные в размерных координатах уравнения (8) при 0s   совпадают с 
уравнениями обобщенной плоской задачи, а уравнение (9) с уравнением изгиба по 
классической теории Кирхгофа для пластинок, имеющих плоскость упругой 
симметрии. При 0s  меняются правые части этих уравнений, куда, помимо 
нагрузочных слагаемых,будут входить слагаемые, связанные с общей анизотропией. 
Таким образом, 3D  задача теории упругости,в случае общей анизотропии сводится 
к решению обобщенно плоской задачи и задачи изгиба пластинок, имеющих 
плоскость упругой симметрии. 

 
3. Асимптотика решений неклассических краевых задач пластин и 

оболочек 

Во всех известных монографиях по классической теории пластин и оболочек и по 
уточненным теориям был рассмотрен лишь один класс задач – на лицевых 
поверхностях пластины или оболочки заданы значения соответствующих компонент

( )jz  тензора напряжений, т.е. условия первой краевой задачи теории упругости. 

Между тем случаи, когда на лицевых поверхностях заданы значения перемещений 
или смешанные условия также имеют большое прикладное значение. Причина 
оказалась очевидной – гипотезы Кирхгофа-Лява и известных уточненных теорий тут 
неприменимы. Например, если пластинка лежит на жестком основании ( 0)w   и 

верхней лицевой поверхности сообщено штампом нормальное перемещение

w const  , то гипотезой классической теории ( w  не зависит от z ) невозможно 
удовлетворить этим условиям. Поэтому, вероятно трудно было найти подходящую 
гипотезу и до последнего времени подобные задачи в частных случаях решались 
аналитическими методами – интегральным преобразованием, методом потенциала и 
др. Между тем эти задачи остаются классическими краевыми задачами теории 
упругости. 

Автору статьи удалось найти достаточно простую асимптотику для решения 
сначала соответствующих плоских задач (Агаловян,1982), затем пространственных 
(Агаловян,1997). 

Пусть на лицевой поверхности пластинки D , обладающей общей анизотропией, 
заданы значения компонент вектора перемещения (условия второй краевой задачи 
теории упругости): 

( , , ) ( , ), ( , , ) ( , ), ( , , ) ( , )

( , , ) ( , ), ( , , ) ( , ), ( , , ) ( , )

u h u v h v w h w

u h u v h v w h w

  

  

                 

                   (10) 

или смешанные условия: 

( , , ) ( , ), , ,

( , , ) ( , ), ( , , )

jz jzh j x y z

u h u u v w





        

     
 (11) 

в частности,  0u v w      
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Если в уравненниях трехмерной задачи теории упругости перейти к безразмерным 
координатам и перемещениям, опять получим сингулярно возмущенную малым 
параметром систему. Решение внешней задачи будем искать в виде (4). При условиях 

(10) или (11) мы получим непротиворечивую систему для определения ( )sI , если 

для всех

для

1 , ,

, ,

, ,

0

I ij

I

q i j x y z

WU Vq

   


 

(12) 

Подставив (4) в преобразованную систему, сучетом (12), получим непротиво-

речивую систему для определения ( )sI . Решение этой системы будет содержать 
шесть неизвестных функций, которые однозначно определяются из шести условий 
(10) или (11).Таким образом, в отличие от первой краевой задачи, во второй и 
смешанной краевых задачах все неизвестные сразу выражаются через функции,  

которые входят в условия (10) или (11). Более того, если функции , , , jzu v w     

являются многочленами от ,  , итерация обрывается и получается математически 

точное решение во внешней задаче. В качестве иллюстрации сказанного приведем 

решение второй краевой задачи для ортотропных пластин при , , 0u v w    , 

, ,u v w const    . Итерация обрывается на исходном приближении, имеем 

13 23 12

55 44 33 33 33

, , 0, , ,
2 2 2 2 2xz yz xy xx yy zz

A w A w A wu v

ha ha hA hA hA

   

             

( ), ( ), ( )
2 2 2

u v w
u h z v h z w h z

h h h

  

       (13) 

2
12 11 22 12 13 12 23 22 13 23 12 13 11 23

2 2 2
33 11 22 33 12 13 23 11 23 22 13 33 12

, , ,

2

A a a a A a a a a A a a a a

A a a a a a a a a a a a a

     

    
 

Асимптотика (4), (12) оказалась востребованной для решения краевых задач для 
слоистых пластин и оболочек (Агаловян,1997; Агаловян, Геворгян, 2005). Эта же 
асимптотика позволяет решить 3D динамические задачи теории упругости для 
пластин и оболочек. При этом не только вторую и смешанную краевые задачи, а и 
первую (Агаловян,2000; 2008; 2015а; 2017). 

В середине двадцатого века сейсмологи обнаружили, что перед сильным земле-
трясением происходит значительная деформация поверхности Земли в зоне земле-
трясения. Тогда же возникла естественная задача (Rikitake)– можноли, измеряя 
перемещения точек поверхности сейсмоопасных зон, определить напряженно-
деформированное состояние (НДС) блока земной коры или литосферной плиты 
Земли. Асимптотический метод позволяет решить и эту проблему для блоков в виде 
слоистых пластин и оболочек. Определив НДС, можно осуществить мониторинг его 
изменения во времени на основе новых измерений, выявить критические состояния и 
их местоположение. Вычисление же энергии деформации позволит оценить магни-
туду ожидаемого землетрясения (Aghalovyan, 2015b; Aghalovyan, Aghalovyan,2021). 
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Асимптотический метод был использован и в некоторых других областях 
механики сплошной среды. 

С.О. Саркисяном построены:  
 Асимптотическая теория магнитоупругости тонких оболочек и пластин 

(Саркисян, 1992); 
 Асимптотическая теория микрополярных упругих тонких пластин и оболочек  

(Саркисян, 2008;2012); 
 Теория микрополярных упругих (термоупругих) тонких пластин и оболочек  

(Саркисян, 2011а; 2011b;2013;2019a); 
 Моменто-мембранная теория упругих тонких оболочек и пластин как модель 

для двумерных наноматериалов (Саркисян, 2019 b; 2020;2021а;2021b). 
Резюмируя изложенное выше, можно констатировать, что созданная в Армении 

усилиями С. А. Амбарцумяна Научная школа по теории оболочек и пластин занимает 
достойное место в мировой науке по механике сплошной среды, в частности, по 
механике тонкостенных систем. 
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