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The work considers the plane stress state of a piecewise-homogeneous plane, of two heterogeneous half-planes,
which isreinforced by a deformable thin inclusion at the junction of the half-planes and is deformed under action
of distributed loads applied to the inclusion. It is assumed the inclusion undergo both tension and bending. A
governing system of integro-differential equations with respect to jumps of contact stresses acting on the long sides
of the inclusion is derived. The solution of the governing system in the general case is constructed by numerical-
analytical method of mechanical quadratures. In the case of an infinite inclusion, an exact solution to the problem
is obtained.

Հակոբյան Լ.Վ., Ամիրջանյան Հ.Ա., Դաշտոյան Լ.Լ., Ջիլավյան Ս.Հ.

Միջֆազային դեֆորմացվող ներդրակով կտոր առ կտոր համասեռ հարթության լարվածային

վիճակը

Հիմնաբառեր՝ խառը եզրային խնդիր, միջֆազային ներդրակ, կոնտակտային խնդիր, հեծանի ծռում և ձգում։

Դիտարկված է կտոր առ կտոր համասեռ հարթության հարթ–դեֆորմացիոն վիճակը, որը երկու տարբեր

կիսահարթությունների միացման գծի վրա ուժեղացված է դեֆորմացվող բարակ ներդրակով և դեֆորմացվում է ներդրակի վրա

ազդող բաշխված բեռների ազդեցության տակ։ Ենթադրվում է, որ ներդրակը ոչ միայն ձգվում է, այլ նաև ծռվում։ Ստացված

է խնդրի որոշիչ ինտեգրոդիֆերենցիալ հավասարումների համակարգը ներդրակի երկար կողմերին գործող լարումների

թռիչքների նկատմամբ, որի լուծումը, ընդհանուր դեպքում, կառուցվել է մեխանիկական քառակուսացման բանաձևերի մեթոդի

օգնությամբ։ Անվերջ ներդրակի դեպքում կառուցված է խնդրի փակ լուծումը։

В работе рассмотрено плоско-деформированное состояние кусочно-однородной плоскости,составленной из
двух разнородных полуплоскостей, которая на линии стыка полуплоскостей усилена деформируемым тонким
включением и деформируется под воздействием нормальных и касательных нагрузок, приложенных к вклю-
чению. Полагается, что включение подвергается как растяжению, так и изгибу. Выведена ключевая систе-
ма интегро-дифференциальных уравнений относительно скачков контактных напряжений, действующих на
длинных сторонах включения. Решение ключевой системы, в общем случае, построено численно аналитиче-
ским методом механических квадратур. В случае бесконечного включения получено точное решение задачи.
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1 Введение

Плоско-деформированное или обобщённое плоское напряжённое состояние однородных
массивных тел с концентраторами напряжений типа деформируемых накладок или включе-
ний хорошо изучено. Многие результаты в этом направлении приведены в монографии [1].
В этой связи укажем также на работы [2–11], где исследован ряд плоских задач для упру-
гой плоскости и полуплоскости с деформируемыми накладками и включениями, относительно
которых, главным образом, предполагалось, что они не сопротивляются изгибу и подвергают-
ся только растяжению. Особо отметим монографию [4], где приведены некоторые результаты
взаимодействия упругих накладок с упругими основаниями с одновременным учетом растяги-
вания и изгиба накладок. Однако число аналогичных исследований как для однородных мас-
сивных тел с деформируемыми накладками и включениями, так и для кусочно-однородных
массивных тел с межфазными деформируемыми включениями, где наряду с растяжением
включения нужно учесть также и его изгиб, очень мало.

Исходя из вышесказанного, на основе простых моделей растяжения и изгиба балки, здесь
рассмотрено плоско-деформированное состояние кусочно-однородной плоскости с межфаз-
ным деформируемым тонким включением конечной длины.

2 Постановка задачи и вывод определяющих уравнений.

Пусть кусочно-однородная упругая плоскость, отнесённая к декартовой системе координат
Oxy, изготовленная путем соединения двух разнородных полуплоскостей с коэффициентами
Ламе µ1, λ1 и µ2, λ2, на интервале L = (−a, a) линии соединения полуплоскостей усилена
деформируемым тонким включением толщины hI , с приведённым модулем деформации E∗

I и
жесткостью изгиба DI . Полагается, что плоскость деформируется под воздействием нормаль-
ных P0 (x) и касательных T0 (x) распределенныхнагрузок, действующих на включение(Фиг.1).

Фиг. 1

При этом, включение будем трактовать как одномерный континуум, который под воз-
действием приложенной к нему нагрузкиодновременно подвергается как растяжению, так и
к изгибу. Будем считать, что вследствие малости толщины включения смещения точек его
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длинных сторон одинаковыиопределяются из независимых уравнений растяжения и изгиба
средней линии включения.

Требуется вывести определяющую систему интегро-дифференциальных уравнений по-
ставленной задачи и построить ее эффективное решение, определить закономерности измене-
ния как контактных, так и касательных контактных напряжений, действующих на сторонах
включения, в зависимости от упругих характеристик включения и разнородных полос.

Вследствие сделанных предположений, в зоне контакта включения с матрицей имеют ме-
сто следующие условия контакта:

dVj(x,0)
dx = v′I (x) + γ;

dUj(x,0)
dx = εI (x) = u′I (x)

(−a < x < a; j = 1, 2) (1.1)

Здесь Vj (x, y), Uj (x, y) (j = 1, 2) соответственно вертикальные и горизонтальные компонен-
ты смещенийточек разнородных полуплоскостей, удовлетворяющие, каждые в своей обла-
сти определения, уравнениям Ламе, связанные с нормальными σ

(j)
y (x, y) и касательными

τ
(j)
xy (x, y) напряжениями, действующими в разнородных полуплоскостях, известными соотно-

шениями, γ- угол поворота включения. vI (x)и uI (x) соответственно вертикальная и горизон-
тальная компоненты смещений средней линии включения, удовлетворяющие уравнениям [1]:

d2uI
dx2

=
1

hIE∗
I

[T0 (x)− τ (x)] ; (−a < x < a)

d4vI
dx4

= − 1

DI
[P0 (x) − σ (x)] , (−a < x < a)

(1.2)

где σ (x) иτ (x) - компоненты скачков нормальных и касательных напряжений, действую-
щих на длинные стороны включения, которые выражаются через компоненты напряжений
разнородных полуплоскостей на берегах линии L по формулам:

τ (x) = τ (1)xy (x, 0)− τ (2)xy (x, 0) ; σ (x) = σ(1)
y (x, 0)− σ(2)

y (x, 0) ,

E∗
I =

EI

2(1− ν2I )
; DI =

EIh
3
I

12(1− ν2I )
;

EI и hI соответственно модуль упругости и толщина включения.
Из уравнений (1.2), при условии отсутствия перерезывающей силы и момента в концевых

точках включения, находим:

duI
dx

=
1

hIE∗
I

x∫
−a

[T0 (s)− τ (s)]ds; (−a < x < a)

dvI
dx

= − 1

DI

a∫
−a

G′
x (x− s) [P0 (s) − σ (s)] ds ; (−a < x < a)

(
G (x) = |x|3/12

)
,

(1.3)

Чтобы удовлетворить условиям контакта, определим компоненты смещений разнородных
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полуплоскостей на берегах линии L через компоненты скачков нормальных и касательных
напряжений. Для этого будем использовать разрывные решения уравнений теории упругости
для кусочно-однородной плоскости с межфазной трещиной, приведенные в [6]. Учитывая при
этом, что в рассматриваемом случае компоненты дислокации смещений равны нулю, будем
иметь:

v′1 (x, 0) = v′2 (x, 0) = −d0
∆
τ(x)− d1

π∆

a∫
−a

σ(s)

s− x
ds,

u′1 (x, 0) = u′2 (x, 0) =
d0
∆
σ(x)− d1

π∆

a∫
−a

τ(s)

s− x
ds

(1.4)

где введены обозначения:

d0 =
ϑ
(1)
1 − ϑ

(2)
1

2
; d1 =

ϑ
(1)
2 + ϑ

(2)
2

2
; ϑ

(j)
1 =

µj

2 + αj
; ϑ

(j)
2 =

(1 + αj)µj

2 + αj
;

∆ =
(
ϑ
(1)
2 + θ

(2)
2

)2

−
(
ϑ
(1)
1 − ϑ

(2)
1

)2

; αj =
1

1− 2νj
; (j = 1, 2) .

Далее, используя представления (1.3) и (1.4), удовлетворим условиям контакта (1.1). В ито-
ге придем к следующей определяющей системе интегро-дифференциальных уравнений для
определения компонентов скачков напряжений на длинных сторонах включения:

d0
∆
τ(x) +

d1
π∆

a∫
−a

σ(s)

s− x
ds =

1

DI

 a∫
−a

G′
x (x− s) [P0 (s) − σ (s)] ds

 − γ

d0
∆
σ(x)− d1

π∆

a∫
−a

τ(s)

s− x
ds =

1

hIE∗
I

x∫
−a

[T0 (s)− τ (s)]ds

(−a < x < a)

(1.5)

Систему (1.5) нужно рассматривать вместе с уравнениями равновесия включения, которые
можно записать в виде:

a∫
−a

σ (x) dx = P ∗
0 ;

a∫
−a

τ (x) dx = T ∗
0 ;

a∫
−a

x [σ (x)− P0 (x)] dx = 0,

P ∗
0 =

a∫
−a

P0 (x) dx; T ∗
0 =

a∫
−a

T0 (x) dx

 .

(1.6)

Таким образом решение задачи свелось к решению системы интегро-дифференци-альных
уравнений (1.5) при условиях (1.6). После решения системы определяющих уравнений кон-
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тактные напряжения определятся формулами [5]:

σ(1)
y (x, 0) =

l0
∆
σ(x) +

l2
π∆

a∫
−a

τ(s)

s− x
ds; σ(2)

y (x, 0) = σ(1)
y (x, 0)− σ(x);

τ (1)xy (x, 0) =
l0
∆
τ(x)− l2

π∆

a∫
−a

σ(s)

s− x
ds; τ (2)xy (x, 0) = τ (1)xy (x, 0)− τ(x).

(1.7)

Решение системы определяющих уравнений.

Решение определяющей системы уравнений (1.5) будем строить численно-аналитическим
методом механических квадратур. Для этого введем в расмотрение комплексную комбинацию
скачков напряжений φ (x) = σ (x)− iτ (x) и систему (1.5) запишем в следующем виде:

φ(x) − q

π

a∫
−a

φ(s)

s − x
ds +

a∫
−a

K1 (x, s)φ(s)ds +

a∫
−a

K2 (x, s) φ̄(s)ds = f (x) +
i∆

d0
γ

(−a < x < a)

(1.8)

где

q = d1/d0, K1 (x, s) =
∆

2id0Di

[
G′

x (s− x)− h2IH (x− s) /6
]
;

K2 (x) =
∆

2id0Di

[
G′

x (x) + h2IH (x) /6
]
;

f (x) = − i∆

d0Di

a∫
−a

[
G′

x (s− x)P0 (s)− h2IH (x− s)T0 (s) /6
]
ds.

При помощи замены переменных x = at и s = aτуравнение (1.8) сформу-лируем на интер-
вале (-1,1). Получим:

ψ(t)− q

π

a∫
−a

ψ(τ)

τ − t
dτ +

1∫
−1

K∗
1 (t, τ)ψ(τ)dτ +

1∫
−1

K∗
2 (t, τ) ψ̄(τ)dτ = f∗ (t) + iγ∗

(−1 < x < 1)

(1.9)

Здесь

ψ (t) = aφ (at) / |N0| ; f∗ (t) = af (at) / |N0| ; γ∗ =
γa∆

|N0| d0
;

N0 = P ∗
0 + iT ∗

0 ; K∗
j (t, τ) = aKj (at, aτ) (j = 1, 2) .
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Условия (6) при этом примут вид:

1∫
−1

ψ (t) dt = N∗
0 ;

1∫
−1

Re [t ψ (t)] dt =M0;

N∗
0 = N0/ |N0| ; M0 =

1∫
−1

aP0 (at)

|N0|
tdt

 .

(1.10)

Нетрудно установить, что функция ψ(t) в концевых точках интервала интегрирования
t = ±1 имеет осциллирующую особенность и ее можно представить вследующем виде [11]:

ψ (t) =
ψ∗ (t)

(1 + t)
1/2−iβ

(1− t)
1/2+iβ

(1.11)

(
β =

1

2π
ln

2 (µ1 + 1µ2)

1 (µ2 + 2µ1)
; j = 3− 4νj ; j = 1, 2

)
где функция ψ∗ (t)- непрерывная ограниченная функция на замкнутом интервале [−1, 1], а
νj (j = 1, 2) - коэффициенты Пуассона разнородных полуплоскостей.

Подставляя значение функции ψ (t) из (1.11) в (1.9) и (1.10), по известной процедуре
[12], придем к системе линейных алгебраических уравнений относительно значений функции
ψ∗ (t) в узлах квадратурной формулы ψ∗ (ξi) ( i = 1, 2, ...n ) и приведенного угла поворота
включения γ∗. После определения этих значений можно восстановить функцию ψ∗ (t) при
помощи формулы Лагранжа.

Некоторые численные результаты

Проведён численный расчёт и изучены закономерности изменения безразмерных контакт-
ных напряжений σ1 (t) = aσ

(1)
y (at, 0) / |N0|и τ1 (t) = aτ

(1)
xy (at, 0) / |N0| на длинных сторонах

включения, а также приведенного угла поворота включения γ∗ в зависимости от отноше-
ния µ = µ2/µ1 в случае фиксированных значений коэффициентов Пуассона νj (j = 1, 2),
модуля упругости включения EI , отношенияl = h/2a, когда aP0 (xa) / |N0| = cos (x− 0.5),
aT0 (xa) / |N0| = 0.5x и |N0| /aµ1 = 0.1.

Результаты численных расчётов приведены на Фиг. 2и в таблице 1.На Фиг. 2а и Фиг. 2b
приведены соответственно графики распределения безразмерных нормаль-ных и касатель-
ных контактных напряжений для разных значений параметра µ в случае, когда ν1 = 0.3,
ν2 = 0.25,µI/µ1 = 20и l = 0.1. Из них видно, что при выбранных значениях параметров
увеличениепараметра µ = µ2/µ1, что можно трактовать как увеличение жесткости нижней
полуплоскости при постоянной жесткости верхней полуплоскости, приводит к уменьшению
нормальных напряжений в средней части зоны контакта, акасательные контактные напря-
жения,при этом,по абсолютной величине уменьшаются во всей зоне контакта.
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(a) Нормальные напряжения (b) Тангенциальные напряжения

Фиг. 2

В таблице 1. приведены значения приведенного угла поворота включения γ∗ при тех же
значениях параметров и той же внешней нагрузке,

µ 0.2 0.5 1 3 5 10
γ∗ -0.068 -0.049 -0.032 -0.0106 -0.0047 -0.0004

Таблица 1: Приведенный угол поворота

2 Кусочно-однородная плоскость с бесконечным межфаз-
ным включением

Теперь рассмотрим частный случай поставленной задачи, когда включение бесконечное и
на него в точке x = x0под углом α действует сосредоточенная сила P0, т.е. имеем P0 (x) =
P0 sinα δ (x− x0)и T0 (x) = P0 cosα δ (x− x0).

Учитывая, что в рассматриваемом случае угол поворота включения равен нулю, систему
(5) и условия (6) запишем в виде:

d0
∆
τ(x) +

d1
π∆

∞∫
−∞

σ(s)

s− x
ds = −VI (x) (−∞ < x <∞)

d0
∆
σ(x)− d1

π∆

∞∫
−∞

τ(s)

s− x
ds = UI (x) (−∞ < x <∞) .

(2.1)

∞∫
−∞

σ (x) dx = P0 sinα;

∞∫
−∞

τ (x) dx = P0 cosα. (2.2)

24



Здесь

UI (x) =
duI
dx

=
1

hIE∗
I

P0 cosαH (x− x0)−
x∫

−∞

τ (s)ds

 ; (−∞ < x <∞)

VI (x) =
dvI
dx

= − 1

DI

P0 sinαG
′
x (x− x0)−

∞∫
−∞

G′
x (x− s)σ (s) ds

 ; (−∞ < x <∞)

Далее, к обеим частям уравнений (1.2) и (2.1) применим обобщенное преобразование Фурье.
Учитывая формулу для преобразования свертки [?] и значение интеграла [?]

∞∫
−∞

ipx

x
dx =iπ sign (p)

получим:

ŪI =
i

phiE∗
I

[
P0 cosαe

ix0p − τ̄ (p)
]
;

V̄I =
i

p3Di

[
P0 sinαe

ix0p − σ̄ (p)
] (2.3)

d0
∆
σ̄ (p) + i

d1 sign (p)

∆
τ̄ (p) = ŪI (p) ;

d0
∆
τ̄ (p)− i

d1 sign (p)

∆
σ̄ (p) = −V̄I (p) .

(2.4)

Подставляя значения ŪI (p) и V̄I (p) из (2.3) в (2.4), для определения образов Фурье скачков

напряжений σ̄ (p) =
∞∫

−∞
σ (x) eipxdx; τ̄ (p) =

∞∫
−∞

τ (x) eipxdx , получим следующую систему

алгебраических уравнений:
(
d1 |p| p2

∆
+

1

DI

)
σ̄ (p) +

id0p
3

∆
τ̄ (p) =

P0 sinαe
ipx0

DI
;

id0p

∆
σ̄ (p)−

(
1

E∗
IhI

+
d1 |p|
∆

)
τ̄ (p) = −P0 cosαe

ipx0

E∗
IhI

.

(2.5)

Отсюда найдем:

σ̄ (p) = −P0 cosα e
ipx0

∆∗

[
id0h

2
Ip

3/6− d1tgα |p| −∆ tgα/ (hIE
∗
I )
]
; (2.6)

τ̄ (p) =
P0 cosα e

ipx0

∆∗

[
d1h

2
Ip

2 |p| /6 + ipd0tgα+∆/ (hIE
∗
I )
]
, (2.7)
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где

∆∗ =
1

4
DIp

4 +
1

6
h2Id1 |p| p2 + d1 |p|+

∆

hIE∗
I

Нетрудно заметить, что

σ̄ (0) =

∞∫
−∞

σ (x) dx = P0 sinα; τ̄ (0) =

∞∫
−∞

τ (x) dx = P0 cosα,

т.е. условия равновесия включения удовлетворены автоматически. Из формул (2.6) и (2.7)
скачки контактных напряжений можно найти по формулам обратного преобразования Фурье:

σ (x) = − P0 cosα

2π

∞∫
−∞

[
id0h

2
Ip

3

6
− d1 tgα |p| − ∆tgα

hIE∗
I

]
e−ip(x−x0)

∆∗
dp; (2.8)

τ (x) =
P0 cosα

2π

∞∫
−∞

[
d1h

2
Ip

2 |p|
6

+ ipd0 tgα+
∆

hIE∗
I

]
e−ip(x−x0)

∆∗
dp . (2.9)

Определим контактные напряжения. С этой целью, применяя к уравнениям (1.7) преоб-
разование Фурье, придем к соотношениям:

σ̄(1)
y (p, 0) =

l0
∆
σ̄(p)− il2 sign (p)

∆
τ̄(p); σ̄(2)

y (p, 0) = σ̄(1)
y (p, 0)− σ̄(p);

τ̄ (1)xy (p, 0) =
l0
∆
τ̄(p) +

il2 sign (p)

∆
σ̄(p); τ̄ (2)xy (p, 0) = τ̄ (1)xy (p, 0)− τ̄(p).

(2.10)

Подставляя значения σ̄ (p) и τ̄ (p) из (2.6) и (2.7) в (2.10), найдем

σ̄(1)
y (p, 0) = − P0e

ipx0 cosα

∆∗

[
iϑ

(1)
1 h2Ip

3

12
− ϑ

(1)
2 tgα |p|

2
− l0 tgα− il2 sign p

hIE∗
I

]
;

τ̄ (1)xy (p, 0) =
P0e

ipx0 cosα

∆∗

[
ϑ
(1)
2 h2I |p|

3

12
+
ipϑ

(1)
1 tgα

2
+
l0 + il2 sign p tgα

hIE∗
I

]
.

(2.11)

Отсюда, при помощи обратного преобразования Фурье получим:

σ(1)
y (x, 0) = −P0 cosα

∞∫
−∞

[
iϑ

(1)
1 h2Ip

3

12∆∗
− ϑ

(1)
2 tgα |p|
2∆∗

− l0 tgα − il2 sign p

∆∗hIE∗
I

]
e−ip(x−x0)dp;

τ (1)xy (x, 0) = P0 cosα

∞∫
−∞

[
ϑ
(1)
2 h2I |p|

3

12∆∗
+
ipϑ

(1)
1 tgα

2∆∗
+
l0 + il2 sign p

∆∗hIE∗
I

]
e−ip(x−x0)dp.

Нетрудно заметить, что функции σ̄
(1)
y (p, 0) и τ̄

(1)
xy (p, 0) на бесконечности ведут себя соот-

ветственно как 1/p и 1/ |p|. Следовательно в точке приложения нагрузки x = x0 нормальные
и касательные контактные напряжения ведут себя соответственно как функции sign (x− x0)
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и ln |x− x0| .

Заключение.

Таким образом, изучено плоско-деформированное состояние кусочно-однородной плоско-
сти с межфазным деформируемым включением. Полагается, что включение одновременно
подвергается как растяжению, так и изгибу. На основе разрывных решений уравнений тео-
рии упругости для кусочно-однородной плоскости и простых моделей растяжения и изгиба
балки выведены определяющие интегральное и интегро-дифференциальное уравнения по-
ставленной задачи, решение которых, в случае конечного включения, построено численно-
аналитическим методом механических квадратур. В случае бесконечного включения, когда
на него действует сосредоточенная нагрузка, методом интегрального преобразования Фурье
построено точное решение задачи. Показано, что в точке приложения нагрузки нормальные и
касательные контактные напряжения ведут себя соответственно как функции sign (x) и ln |x|
.
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