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Forced oscillations of the layer with general anisotropy in its plane have been studied.
It is assumed that the layer rests freely on an absolutely rigid base, and the front surface
is affected by a normal load that changes harmonic over time. The solution of the problem
by the asymptotic method reduces to the solution of the singular perturbation equations.
The solution of the corresponding external problem has been determined. The cases where
resonance can occur, when the solution becomes mathematically precise are expressed.

Աղալովյան Լ.Ա., Յափուջյան Վ.Տ.

Առաձգականության սիմետրիայի հարթություն ունեցող անիզոտրոպ

մարմնի հարթ դեֆորմացիոն դինամիկական խառը խնդրի մասին

Հիմնաբառեր՝ հարթ դեֆորմացիա, հարկադրական տատանումներ, անիզոտրոպ մարմին,

առաձգական սիմետրիաի հարթություն, ռեզոնանս։

ՈՒսումնասիրված են իր հարթության մեջ ընդհանուր անիզոտրոպիայով օժտված շերտի

ստիպողական տատանումները։ Ենթադրվում է, որ շերտը ազատ հենված է բացարձակ կոշտ

հենարանի վրա, իսկ դիմային մակերևույթի վրա ազդում է ըստ ժամանակի հարմոնիկ

փոփոխվող նորմալ բեռ։ Ասիմպտոտիկ մեթոդով խնդրի լուծումը հանգեցված է սինգուլյար

գրգռված հավասարումների լուծմանը։ Որոշված է համապատասխան արտաքին խնդրի լուծումը։
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Արտածված են այն դեպքերը, երբ կարող է առաջանալ ռեզոնանս, երբ լուծումը դառնում է

մաթեմատիկորեն ճշգրիտ։

Изучены вынужденные колебания анизотропной полосы, обладающей общей ани-
зотропией в своей плоскости. Полоса опирается на абсолютно жесткое основание, а на
верхнюю кромку полосы действует переменная нормальная нагрузка, которая изме-
няется во времени гармонически. Асимптотическим методом решение задачи сведено
к системе сингулярно возмущенных дифференциальных уравнений. Найдено решение
внешней задачи. Выведены условия возникновения резонанса. Указаны случаи, когда
найденное решение становится математически точным.

Введение

Для решения статических и динамических краевых задач теории упру-
гости для тонких тел типа балок, пластин и оболочек эффективным ока-
зался асимптотический метод решения сингулярно возмущенных диффе-
ренциальных уравнений. Решению статических краевых задач асимптоти-
ческим методом для пластин и оболочек посвящена монография Гольден-
вейзера А.Л. [1], где рассматривалась лишь первая краевая задача тео-
рии упругости, т.е. на лицевых поверхностях пластин и оболочек заданы
значения соответствующих компонент тензора напряжений. Статические
краевые задачи для анизотропных балок, пластин и оболочек асимптоти-
ческим методом рассмотрены в монографиях Агаловяна Л.А. [2] и Агало-
вяна Л.А., Геворкяна Р.С. [3]. Были рассмотрены как классические, так и
неклассические краевые задачи. Асимптотический метод оказался особен-
но эффективным для решения неклассических краевых задач, т.е. когда
на лицевых поверхностях заданы значения перемещений или смешанные
условия. Была установлена принципиально новая асимптотика для реше-
ния этих задач [2–4]. Метод оказался эффективным и для решения дина-
мических задач тонких тел [2, 5–10].

1 Постановка задачи, основные уравнения

Рассматриваются вынужденные колебания анизотропной полосы D =
{(x, y) : 0 ≤ x ≤ l, −h ≤ y ≤ h, h << l}, находящейся в условиях плоской
деформации (Фиг. 1).
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Фиг. 1

Считается, что полоса свободно лежит на жесткой подстилке, на верх-
нюю кромку полосы действует нормальная нагрузка, меняющаяся во вре-
мени гармонично. Требуется найти решение уравнений движения плоской
деформации анизотропного тела, имеющего плоскость упругой симметрии

∂σxx
∂x

+
∂σxy
∂y

= ρ
∂2u

∂t2
;

∂σxy
∂x

+
∂σyy
∂y

= ρ
∂2v

∂t2
.

(1)

при соотношениях упругости [11,12]:

εxx = β11σxx + β12σyy + β16σxy; εxx =
∂u

∂x
;

εyy = β12σxx + β22σyy + β26σxy; εyy =
∂v

∂y
;

εxy = β16σxx + β26σyy + a66σxy; εxy =
∂u

∂y
+

∂v

∂x
,

(2)

где
βij = aij −

ai3aj3
a33

; i, j = 1, 2, 6, (3)

aij- постоянные упругости, и при граничных условиях:

σyy (y = h) = −σ+
yy (x) exp (iΩt) ; σxy (y = h) = 0;

v (y = −h) = 0; σxy (y = −h) = 0.
(4)

Граничные условия при x = 0, l не конкретизируем, ими обусловлено по-
явление пограничного слоя, которое можно рассматривать отдельно [?].
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2 Асимптотическое решение задачи

Решение задачи будем искать в виде

σxx (x, y, t) = σ11 (x, y) exp (iΩt) ; (x, y : 1, 2) ;

σxy (x, y, t) = σ12 (x, y) exp (iΩt) ;

u (x, y, t) = ux (x, y) exp (iΩt) ; v (x, y, t) = uy (x, y) exp (iΩt) .

(5)

Подставив (5) в уравнения (1) и (2) и перейдя к безразмерным координа-
там и перемещениям:

x = lξ; y = hζ; U =
ux
l
; V =

uy
l
, (6)

в результате получим систему
∂σ11
∂ξ

+ ε−1∂σ12
∂ζ

+ ε−2Ω2
∗U = 0; Ω2

∗ = ρh2Ω2; ε =
h

l
;

∂σ12
∂ξ

+ ε−1∂σ22
∂ζ

+ ε−2Ω2
∗V = 0;

∂U

∂ξ
= β11σ11 + β12σ22 + β16σ12; ε−1∂V

∂ζ
= β12σ11 + β22σ22 + β26σ12;

ε−1∂U

∂ζ
+

∂V

∂ξ
= β16σ11 + β26σ22 + β66σ12.

(7)

Решение сингулярно возмущенной системы (7) складывается из решений
внешней задачи

(
Iout

)
и пограничного слоя

(
Ib
)
:

I = Iout + Ib. (8)
Решение внешней задачи будем искать в виде

Iout = εqi+sI(s), s = 0, N, (9)
где qi = −1 для σ11, σ12, σ22 и qi = 0 для U, V , обозначение s = 0, N
означает, что в (9) по немому (повторяющемуся) индексу s происходит
суммирование по целочисленным значениям s от нуля до числа прибли-
жений N. Подставив (9) в систему (7) и приравняв в каждом уравнении
соответствующие коэффициенты при ε, получим:

∂σ
(s−1)
11

∂ξ
+

∂σ
(s)
12

∂ζ
+Ω2

∗U
(s) = 0;

∂σ
(s−1)
12

∂ξ
+

∂σ
(s)
22

∂ζ
+Ω2

∗V
(s) = 0;

∂U (s−1)

∂ξ
= β11σ

(s)
11 + β12σ

(s)
22 + β16σ

(s)
12 ;

∂V (s)

∂ζ
= β12σ

(s)
11 + β22σ

(s)
22 + β26σ

(s)
12 ;

∂U (s)

∂ζ
+

∂V (s−1)

∂ξ
= β16σ

(s)
11 + β26σ

(s)
22 + β66σ

(s)
12 .

(10)
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Из системы (10) напряжения можно выразить через перемещения U (s) и
V (s):

σ
(s)
11 =

1

∆

[
α1

∂U (s)

∂ζ
+ α2

∂V (s)

∂ζ

]
+

γ
(s−1)
1

∆
;

σ
(s)
22 =

1

∆

[
α3

∂U (s)

∂ζ
+ α4

∂V (s)

∂ζ

]
+

γ
(s−1)
2

∆
;

σ
(s)
12 =

1

∆

[
α5

∂U (s)

∂ζ
+ α3

∂V (s)

∂ζ

]
+

γ
(s−1)
3

∆
;

∆ = β12α2 + β26α3 + β22α4;

α1 = (β12β26 − β16β22) ; α2 = (β16β26 − β12β66) ; α3 = (β12β16 − β11β26) ;

α4 =
(
β11β66 − β2

16

)
; α5 =

(
β11β22 − β2

12

)
;

γ
(s−1)
1 =

(
β22β66 − β2

26

) ∂U (s−1)

∂ξ
+ α1

∂V (s−1)

∂ξ
;

γ
(s−1)
2 = α2

∂U (s−1)

∂ξ
+ α3

∂V (s−1)

∂ξ
;

γ
(s−1)
3 = α1

∂U (s−1)

∂ξ
+ α5

∂V (s−1)

∂ξ
.

(11)

Подставив значения σ
(s)
12 , σ

(s)
22 в первые два уравнения (10), для определе-

ния U (s), V (s) получим уравнения:

α5
∂2U (s)

∂ζ2
+ α3

∂2V (s)

∂ζ2
+Ω2

∗∆U (s) = γ
(s−1)
11 ;

α3
∂2U (s)

∂ζ2
+ α4

∂2V (s)

∂ζ2
+Ω2

∗∆V (s) = γ
(s−1)
22 ;

γ
(s−1)
11 = −∆

∂σ
(s−1)
11

∂ξ
− ∂γ

(s−1)
3

∂ζ
;

γ
(s−1)
22 = −∆

∂σ
(s−1)
12

∂ξ
− ∂γ

(s−1)
2

∂ζ
.

(12)

Для ортотропной полосы учитывая, что β16 = β26 = 0, имеем α3 = 0. В
результате, уравнения для U (s) и V (s) разделяются и им соответствуют
сдвиговые и продольные колебания, которые при s = 0 независимы. В
случае общей анизотропии, как следует из (12), нет такого разделения.
Из системы (12), после некоторых преобразований, V (s) можно выразить
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черезU (s) по формуле

V (s) =
b

α3a

∂2U (s)

∂ζ2
+

α4

α3
U (s) +

1

a
γ
(s−1)
22 − α4

α3a
γ
(s−1)
11 ;

a = Ω2
∗∆; b =

(
α4α5 − α2

3

)
,

(13)

а для определения U (s) получим уравнение

∂4U (s)

∂ζ4
+

ac

b

∂2U (s)

∂ζ2
+

a2

b
U (s) = γ(s−1);

c = (α4 + α5) ;

γ(s−1) =
(α4 − α3)

b

∂2γ
(s−1)
11

∂ζ2
+

a

b
γ
(s−1)
11 .

(14)

Решением уравнения (14) будет

U (s) = U
(s)
0 (ξ, ζ) + U (s−1)(ξ, ζ), (15)

где U
(s)
0 решение однородного, а U (s−1) частное решение неоднородного

уравнения (14).

Решение однородного уравнения ищем в виде U
(s)
0 = ekζ . Для опреде-

ления k получим уравнение

k4 +
ac

b
k2 +

a2

b
= 0. (16)

Обозначив z = k2, будем иметь

z1,2 =
a

2b

(
−c±

√
c2 − 4b

)
. (17)

Согласно формулам (11), (13), (14), a > 0, c > 0, c2 − 4b = (α4 − α5)
2 +

4α2
3 > 0. Следовательно, при b > 0

а)

z1 =
a

2b

(
−c+

√
c2 − 4b

)
< 0; z2 =

a

2b

(
−c−

√
c2 − 4b

)
< 0, (18)

а при b < 0

б)
z1 < 0; z2 > 0. (19)

Таким образом имеем:

а)
k1,2 = ±δ1i; k3,4 = ±δ2i;
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δ1 =

√
a

2b

(
c−

√
c2 − 4b

)
; δ2 =

√
a

2b

(
c+

√
c2 − 4b

)
; δ1, δ2 > 0; (20)

U
(s)
0 = D

(s)
11 (ξ) cos δ1ζ +D

(s)
21 (ξ) sin δ1ζ +D

(s)
31 (ξ) cos δ2ζ +D

(s)
41 (ξ) sin δ2ζ,

б)
k1,2 = ±δ1i; k3,4 = ±δ3;

δ3 =

√
a

2b

(
−c−

√
c2 − 4b

)
, δ3 > 0; (21)

U
(s)
0 = D

(s)
12 cos δ1ζ +D

(s)
22 sin δ1ζ +D

(s)
32 chδ3ζ +D

(s)
42 shδ3ζ.

Подставив значение U (s) в (13) получим

а)

V (s) = MvD
(s)
11 cos δ1ζ+MvD

(s)
21 sin δ1ζ+Nv1D

(s)
31 cos δ2ζ+Nv1D

(s)
41 sin δ2ζ+γ

(s−1)
v1 ;

Mv =
α4a− δ21b

α3a
; Nv1 =

α4a− δ22b

α3a
; (22)

γ
(s−1)
v1 =

b

α3a

∂2U (s−1)

∂ζ2
+

α4

α3
U (s−1) +

1

a
γ
(s−1)
22 − α4

α3a
γ
(s−1)
11 ,

б)

V (s) = MvD
(s)
12 cos δ1ζ+MvD

(s)
22 sin δ1ζ+Nv2D

(s)
32 chδ3ζ+Nv2D

(s)
42 shδ3ζ+γ

(s−1)
v2 ;

Nv2 =
α4a+ δ23b

α3a
. (23)

Подставив значения U (s), V (s) в формулы (11), определим σ
(s)
11 , σ

(s)
22 , σ

(s)
12 :
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а)

σ
(s)
11 =

1

∆

(
−M1D

(s)
11 sin δ1ζ +M1D

(s)
21 cos δ1ζ −N11D

(s)
31 sin δ2ζ+

+N11D
(s)
41 cos δ2ζ

)
+

1

∆

(
α1

∂U (s−1)

∂ζ
+ α2

∂γ
(s−1)
v1

∂ζ
+ γ

(s−1)
1

)
;

σ
(s)
22 =

1

∆

(
−M2D

(s)
11 sin δ1ζ +M2D

(s)
21 cos δ1ζ −N21D

(s)
31 sin δ2ζ+

+N21D
(s)
41 cos δ2ζ

)
+

1

∆

(
α3

∂U (s−1)

∂ζ
+ α4

∂γ
(s−1)
v1

∂ζ
+ γ

(s−1)
2

)
;

σ
(s)
12 =

1

∆

(
−M3D

(s)
11 sin δ1ζ +M3D

(s)
21 cos δ1ζ −N31D

(s)
31 sin δ2ζ+

+N31D
(s)
41 cos δ2ζ

)
+

1

∆

(
α5

∂U (s−1)

∂ζ
+ α3

∂γ
(s−1)
v1

∂ζ
+ γ

(s−1)
3

)
;

M1 = δ1 (α1 + α2Mv) ; N11 = δ2 (α1 + α2Nv1) ;

M2 = δ1 (α3 + α4Mv) ; N21 = δ2 (α3 + α4Nv1) ;

M3 = δ1 (α5 + α3Mv) ; N31 = δ2 (α5 + α3Nv1) ;

(24)

б)

σ
(s)
11 =

1

∆

(
−M1D

(s)
12 sin δ1ζ +M1D

(s)
22 cos δ1ζ +N12D

(s)
32 shδ3ζ+

+N12D
(s)
42 chδ3ζ

)
+

1

∆

(
α1

∂U (s−1)

∂ζ
+ α2

∂γ
(s−1)
v2

∂ζ
+ γ

(s−1)
1

)
;

σ
(s)
22 =

1

∆

(
−M2D

(s)
12 sin δ1ζ +M2D

(s)
22 cos δ1ζ +N22D

(s)
32 shδ3ζ+

+N22D
(s)
42 chδ3ζ

)
+

1

∆

(
α3

∂U (s−1)

∂ζ
+ α4

∂γ
(s−1)
v2

∂ζ
+ γ

(s−1)
2

)
;

σ
(s)
12 =

1

∆

(
−M3D

(s)
12 sin δ1ζ +M3D

(s)
22 cos δ1ζ +N32D

(s)
32 shδ3ζ+

+N32D
(s)
42 chδ3ζ

)
+

1

∆

(
α5

∂U (s−1)

∂ζ
+ α3

∂γ
(s−1)
v2

∂ζ
+ γ

(s−1)
3

)
;

N12 = δ3 (α1 + α2Nv2) ;

N22 = δ3 (α3 + α4Nv2) ;

N32 = δ3 (α5 + α3Nv2) .

(25)
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Граничные условия (4) приобретают вид:

σ
(s)
22 (ξ, 1) = −σ+(s)

yy , σ+(0)
yy = εσ+

yy, σ+(s)
yy = 0, s ̸= 0; σ

(s)
12 (ξ, 1) = 0;

V (s) (ξ,−1) = 0; σ
(s)
12 (ξ,−1) = 0.

(26)

Удовлетворив условиям (26), получим систему алгебраических уравне-
ний

а)

D
(s)
11 M2 sin δ1 −D

(s)
21 M2 cos δ1 +D

(s)
31 N21 sin δ2 −D

(s)
41 N21 cos δ2 = P11

(s);

D
(s)
11 M3 sin δ1 −D

(s)
21 M3 cos δ1 +D

(s)
31 N31 sin δ2 −D

(s)
41 N31 cos δ2 = P21

(s);

D
(s)
11 Mv cos δ1 −D

(s)
21 Mv sin δ1 +D

(s)
31 Nv1 cos δ2 −D

(s)
41 Nv1 sin δ2 = P31

(s);

D
(s)
11 M3 sin δ1 +D

(s)
21 M3 cos δ1 +D

(s)
31 N31 sin δ2 +D

(s)
41 N31 cos δ2 = P41

(s);

P
(s)
11 =

(
∆σ+(s)

yy + α3
∂U (s−1)

∂ζ
+ α4

∂γ
(s−1)
v1

∂ζ
+ γ

(s−1)
2

)
ζ=1

;

P
(s)
21 =

(
α5

∂U (s−1)

∂ζ
+ α3

∂γ
(s−1)
v1

∂ζ
+ γ

(s−1)
3

)
ζ=1

; P
(s)
31 =

(
−γ

(s−1)
v1

)
ζ=−1

;

P
(s)
41 =

(
−α5

∂U (s−1)

∂ζ
− α3

∂γ
(s−1)
v1

∂ζ
− γ

(s−1)
3

)
ζ=−1

.

(27)

Из системы (27) по формуле Крамера определим неизвестные D
(s)
j1

D
(s)
j1 =

∆
(s)
j1

∆1
; ∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
M2 sin δ1 −M2 cos δ1 N21 sin δ2 −N21 cos δ2

M3 sin δ1 −M3 cos δ1 N31 sin δ2 −N31 cos δ2

Mv cos δ1 −Mv sin δ1 Nv1 cos δ2 −Nv1 sin δ2

M3 sin δ1 M3 cos δ1 N31 sin δ2 N31 cos δ2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ;

j = 1, 2, 3, 4; P
(s)
1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

P
(s)
11

P
(s)
21

P
(s)
31

P
(s)
41

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (28)

где ∆
(s)
j1 получается из ∆1 заменой j - того столбца столбцом P

(s)
1 из сво-

бодных членов.
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Решение (20), (28) будет конечным, если ∆1 ̸= 0. Те значения Ω, при
которых ∆1 = 0, являются резонансными частотами.

Для случая б) имеем систему
б)

D
(s)
12 M2 sin δ1 −D

(s)
22 M2 cos δ1 −D

(s)
32 N22shδ3 −D

(s)
42 N22chδ3 = P

(s)
12 ;

D
(s)
12 M3 sin δ1 −D

(s)
22 M3 cos δ1 −D

(s)
32 N32shδ3 −D

(s)
42 N32chδ3 = P

(s)
22 ;

D
(s)
12 Mv cos δ1 −D

(s)
22 Mv sin δ1 +D

(s)
32 Nv2chδ3 −D

(s)
42 Nv2shδ3 = P

(s)
32 ;

D
(s)
12 M3 sin δ1 +D

(s)
22 M3 cos δ1 −D

(s)
32 N32shδ3 +D

(s)
42 N32chδ3 = P

(s)
42 .

(29)

Из системы (29) по формуле Крамера определяем неизвестные D
(s)
j2

D
(s)
j2 =

∆
(s)
j2

∆2
; ∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
M2 sin δ1 −M2 cos δ1 −N22shδ3 −N22chδ3

M3 sin δ1 −M3 cos δ1 −N32shδ3 −N32chδ3

Mv cos δ1 −Mv sin δ1 Nv2chδ3 −Nv2shδ3

M3 sin δ1 M3 cos δ1 −N32shδ3 N32chδ3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ;
(30)

j = 1, 2, 3, 4; P
(s)
2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

P
(s)
12

P
(s)
22

P
(s)
32

P
(s)
42

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

После определения D
(s)
j1 , D

(s)
j2 , по формулам (20)-(25), определятся все ком-

поненты вектора перемещений и тензора напряжений.
Для этого случая резонансными частотами будут те значения Ω, при

которых ∆2 = 0.

3 О математически точном решении во внешней

задаче

Если функция σ+
yy (ξ)является алгебраическим многочленом по пере-

менной ξ, итерация обрывается на определенном приближении, завися-
щем от степени многочлена, в результате получаем математически точное
решение во внешней задаче. Для иллюстрации сказанного, рассмотрим
случай когда

σ+
yy = c0 + c1ξ. (31)
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Согласно формул (11), (15), (20), (22), (24), (27), (28), (31), имеем:
а) при s = 0

D
(0)
j1 =

∆
(0)
j1

∆1
; P

(0)
1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∆ε (c0 + c1ξ)

0

0

0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ; j = 1, 2, 3, 4;

∆
(0)
11 = ∆ε (c0 + c1ξ)M

1
1 ; ∆

(0)
21 = −∆ε (c0 + c1ξ)M

1
2 ;

∆
(0)
31 = ∆ε (c0 + c1ξ)M

1
3 ; ∆

(0)
41 = −∆ε (c0 + c1ξ)M

1
4 ,

(32)

где M j
i является минором элемента, стоящего на пересечении i - того

столбца и j - той строки определителя ∆1.

Для неизвестных D
(0)
j1 , входящих в U

(0)
0 , имеем

D
(0)
11 =

∆

∆1
ε (c0 + c1ξ)M

1
1 ; D

(0)
21 = − ∆

∆1
ε (c0 + c1ξ)M

1
2 ;

D
(0)
31 =

∆

∆1
ε (c0 + c1ξ)M

1
3 ; D

(0)
41 = − ∆

∆1
ε (c0 + c1ξ)M

1
4 .

(33)

Следовательно

U (0) =
∆

∆1
ε (c0 + c1ξ)

(
M1

1 cos δ1ζ −M1
2 sin δ1ζ +M1

3 cos δ2ζ −M1
4 sin δ2ζ

)
;

V (0) =
∆

∆1
ε (c0 + c1ξ)

(
M1

1Mv cos δ1ζ −M1
2Mv sin δ1ζ +M1

3Nv1 cos δ2ζ−

−M1
4Nv1 sin δ2ζ

)
;

σ
(0)
11 =

∆

∆1
ε (c0 + c1ξ)

(
−M1

1M1 sin δ1ζ −M1
2M1 cos δ1ζ −M1

3N11 sin δ2ζ−

−M1
4N11 cos δ2ζ

)
;

σ
(0)
22 =

∆

∆1
ε (c0 + c1ξ)

(
−M1

1M2 sin δ1ζ −M1
2M2 cos δ1ζ −M1

3N21 sin δ2ζ−

−M1
4N21 cos δ2ζ

)
;

σ
(0)
12 =

∆

∆1
ε (c0 + c1ξ)

(
−M1

1M3 sin δ1ζ −M1
2M3 cos δ1ζ −M1

3N31 sin δ2ζ−

−M1
4N31 cos δ2ζ

)
,

(34)
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при s = 1

U (1) = U
(1)
0 + U (0).

Используя формулы (14), (20), имеем

U (0) = B1 cos δ1ζ +B2 sin δ1ζ +B3 cos δ2ζ +B4 sin δ2ζ;

B1 =
∆εc1
b∆1

(
M1

2

(
a− δ21 (α4 − α3)

)
(M1 + α1δ1 + α5Mvδ1)

)
;

B2 =
∆εc1
b∆1

(
M1

1

(
a− δ21 (α4 − α3)

)
(M1 + α1δ1 + α5Mvδ1)

)
B3 =

∆εc1
b∆1

(
M1

4

(
a− δ22 (α4 − α3)

)
(N11 + α1δ2 + α5Nv1δ2)

)
;

B4 =
∆εc1
b∆1

(
M1

3

(
a− δ22 (α4 − α3)

)
(N11 + α1δ2 + α5Nv1δ2)

)
.

(35)

Из системы (27), согласно (20), (28), будем иметь

U
(1)
0 = D

(1)
11 cos δ1ζ +D

(1)
21 sin δ1ζ +D

(1)
31 cos δ2ζ +D

(1)
41 sin δ2ζ;

P
(1)
1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

P
(1)
11

P
(1)
21

P
(1)
31

P
(1)
41

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

P
(1)
11 (ζ = 1) =

(
∆σ+(1)

yy + α3
∂U (0)

∂ζ
+ α4

∂γ
(0)
v1

∂ζ
+ γ

(0)
2

)
ζ=1

;

P
(1)
21 (ζ = 1) =

(
α5

∂U (0)

∂ζ
+ α3

∂γ
(0)
v1

∂ζ
+ γ

(0)
3

)
ζ=1

;

P
(1)
31 (ζ = −1) =

(
−γ

(0)
v1

)
ζ=−1

;

P
(1)
41 (ζ = −1) =

(
−α5

∂U (0)

∂ζ
− α3

∂γ
(0)
v1

∂ζ
− γ

(0)
3

)
ζ=−1

;

(36)
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D
(1)
j1 =

∆
(1)
j1

∆1
, j = 1, 2, 3, 4;

∆
(1)
11 = P

(1)
11 (ζ = 1)M1

1 − P
(0)
21 (ζ = 1)M2

1 + P
(1)
31 (ζ = −1)M3

1 − P
(1)
41 (ζ = −1)M4

1 ;

∆
(1)
21 = P

(1)
11 (ζ = 1)M1

2 − P
(0)
21 (ζ = 1)M2

2 + P
(1)
31 (ζ = −1)M3

2 − P
(1)
41 (ζ = −1)M4

2 ;

∆
(1)
31 = P

(1)
11 (ζ = 1)M1

3 − P
(0)
21 (ζ = 1)M2

3 + P
(1)
31 (ζ = −1)M3

3 − P
(1)
41 (ζ = −1)M4

3 ;

∆
(1)
41 = P

(1)
11 (ζ = 1)M1

4 − P
(0)
21 (ζ = 1)M2

4 + P
(1)
31 (ζ = −1)M3

4 − P
(1)
41 (ζ = −1)M4

4 .

Перемещение V (1) и напряжения σ
(1)
11 , σ

(1)
12 , σ

(1)
22 определяются по фор-

мулам (22) и (24). Аналогичным образом можно получить данные для слу-
чая (б). Несложно убедиться, что при s ≥ 2 получается нулевое решение.
Таким образом, во внешней задаче имеем математически точное решение:

σij = ε−1σ
(0)
ij + σ

(1)
ij , i, j = 1, 2;

ux = l
(
U (0) + εU (1)

)
; uy = l

(
V (0) + εV (1)

)
;

σxx = σ11 (x, y) exp (iΩt) , (x, y : 1, 2) ; σxy = σ12 (x, y) exp (iΩt) ;

u = ux exp (iΩt) ; v = uy exp (iΩt) .

(37)

Заключение

Решена смешанная динамическая плоская задача для анизотропного
тела, имеющего плоскость упругой симметрии. Считается, что полоса ко-
нечных размеров свободно опирается на абсолютно жесткое основание, а
на верхнюю кромку полосы действует нормальная нагрузка, которая во
времени изменяется гармонически. Асимптотическим методом получено
решение внешней задачи (в русскоязычной литературе оно часто называ-
ется решением внутренней задачи). В отличие от той же задачи для ор-
тотропного тела, вынужденные колебания не распадаются на продольные
и поперечные колебания. Определена амплитуда колебаний, установлены
условия возникновения резонанса. Указаны случаи, когда асимптотиче-
ское решение становится математически точным.
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