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ափին սեղմվում է հարթ հիմքով ողորկ դրոշմ։ Դուրս են բերված խնդրի որոշիչ հավասարումների համակարգը,

որը պտտման օպերատորների օգնությամբ հանգեցված է սինգուլյար ինտեգրալ հավասարումների համակար֊

գի և կառուցված է նրա ճշգրիտ լուծումը։ Ստացված են պարզ բանաձևեր ինչպես դրոշմի տակ գործող նորմալ

լարումների, այնպես էլ տարասեռ կիսատարածությունների միացման հարթության մեջ գործող կոնտակտային

լարումների համար։

Ââåäåíèå

Îäíèì èç âàæíûõ íàïðàâëåíèé êîíòàêòíûõ è ñìåøàííûõ çàäà÷ òåîðèè óïðó-
ãîñòè è ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî îïðåäåëåíèå ëîêàëüíûõ ïîëåé
íàïðÿæåíèé, âîçíèêàþùèõ âîêðóã êîíöåíòðàòîðîâ íàïðÿæåíèé ðàçëè÷íûõ òè-
ïîâ, îäíîâðåìåííî íàõîäÿùèõñÿ â äåôîðìèðóåìûõ îäíîðîäíûõ èëè ñîñòàâíûõ
òåëàõ, ìîäåëèðóþùèõ òå èëè èíûå êîíñòðóêöèè, íî è âûÿâëåíèå çàêîíîìåðíî-
ñòåé âçàèìî-âëèÿíèÿ ýòèõ êîíöåíòðàòîðîâ è ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ äëÿ ïîíèæåíèÿ
ãðàäèåíòîâ ýòèõ ïîëåé, ÷òî ïðèâåäåò ê ïîâûøåíèþ ïðî÷íîñòè è äîëãîâå÷íîñòè
ýòèõ êîíñòðóêöèé è èõ äåòàëåé.

Ìíîãèå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðèâåäåíû â ìîíîãðàôèÿõ [1�6]. Ðà-
áîòû â óêàçàííîì íàïðàâëåíèè, â îñíîâíîì, ïîñâÿùåíû èçó÷åíèþ ïëîñêèõ è
îñåñèììåòðè÷-íûõ ïîëåé íàïðÿæåíèé â îäíîðîäíûõ è êóñî÷íî-îäíîðîäíûõ ìàñ-
ñèâíûõ òåëàõ ñ êîíöåíòðàòîðàìè íàïðÿæåíèé òèïà øòàìïîâ, òðåùèí è ïîëíî-
ñòüþ èëè ÷àñòè÷íî ñöåïëåííûõ ñ ìàòðèöåé àáñîëþòíî æåñòêèõ âêëþ÷åíèé. Â
÷àñòíîñòè, óêàæåì íà ðàáîòû [7�12], ãäå ïîñòðîåíû òî÷íûå ðåøåíèÿ ðÿäà ïëîñ-
êèõ è îñåñèììåòðè÷íûõ çàäà÷ äëÿ êóñî÷íî-îäíîðîäíîé ïëîñêîñòè è ïðîñòðàíñòâà
ñ ìåæôàçíûìè, ÷àñòè÷íî îòîðâàííûìè îò ìàòðèöû, âêëþ÷åíèÿìè. Îñîáî îòìå-
òèì ðàáîòó [7], ãäå ïîñòðîåíî çàìêíóòîå ðåøåíèå ïåðâîé îñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷è
äëÿ îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà, ñîäåðæàùåãî êðóãîâóþ äèñêîîáðàçíóþ òðåùèíó,
íà áåðåãàõ êîòîðîé çàäàíû óñëîâèÿ ñìåøàííîãî òèïà. Óêàæåì òàêæå íà ðàáî-
òó [11], ãäå ïîñòðîåíû ðàçðûâíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé îñåñèììåòðè÷íîé òåîðèè
óïðóãîñòè äëÿ êóñî÷íî-îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ êðóãîâîé äèñêîîáðàçíîé òðå-
ùèíîé.

Çäåñü æå, íà îñíîâå ýòèõ óðàâíåíèé, ðàññìàòðèâàåòñÿ îñåñèììåòðè÷íîå íà-
ïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå êóñî÷íî-îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ìåæôàçíîé êðóãîâîé
äèñêîîáðàçíîé òðåùèíîé, â îäèí áåðåã êîòîðîé âäàâëèâàåòñÿ ãëàäêèé øòàìï (àá-
ñîëþòíî æåñòêàÿ øàéáà).

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è âûâîä îïðåäåëÿþùèõ óðàâíå-

íèé

Ïóñòü óïðóãîå ñîñòàâíîå ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç äâóõ ðàçíîðîäíûõ ïîëó-
ïðîñòðàíñòâ ñ êîýôôèöèåíòàìè Ëÿìå λ1, µ1 è λ2, µ2, çàïîëíÿþùèõ â öèëèíäðè-
÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñîîòâåòñòâåííî âåðõíåå (z ≥ 0) è íèæíåå (z ≤ 0) ïî-
ëóïðîñòðàíñòâà, íà ïëîñêîñòè ñòûêà êîòîðûõ (z = 0) èìååòñÿ ìîíåòîîáðàçíàÿ
ìåæôàçíàÿ òðåùèíà ñ ðàäèóñîì a , íà íèæíèé áåðåã êîòîðîé ïðè ïîìîùè ñî-
ñðåäîòî÷åííîé ñèëû P0 âäàâëèâàåòñÿ ãëàäêèé øòàìï ñ ïëîñêèì îñíîâàíèåì, à
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íà âåðõíèé áåðåã äåéñòâóåò ðàñïðåäåë¼ííàÿ íàãðóçêà èíòåíñèâíîñòè p0 (r) ñ ðàâ-
íîäåéñòâóþùåé, ðàâíîé P0. Íà Ôèã. 1 ïðèâåäåíî îñåâîå ñå÷åíèå ñîñòàâíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà.

Ôèã. 1

Ñòàâèòñÿ çàäà÷à îïðåäåëèòü êîíòàêòíûå íàïðÿæåíèÿ, äåéñòâóþùèå êàê íà
ñòûêå ïîëóïðîñòðàíñòâ, òàê è íà íèæíåì áåðåãó òðåùèíû, à òàêæå èõ êîýôôè-
öèåíòû èíòåíñèâíîñòè â êîíöåâûõ òî÷êàõ òðåùèíû.

Ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó ìàòåìàòè÷åñêè ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå ñëåäóþ-
ùåé ãðàíè÷íîé çàäà÷è:{

u1 (r, 0) = u2 (r, 0) ; w1 (r, 0) = w2 (r, 0) ;

σ(1)
z (r, 0) = σ(2)

z (r, 0) ; τ (1)rz (r, 0) = τ (2)rz (r, 0)
(a < r <∞) , (1.a)

{
σ(1)
z (r, 0) = −p0 (r) ; τ (1)rz (r, 0) = 0;

τ (2)rz (r, 0) = 0; w2 (r, 0) = −δ;
(0 < r < a) . (1.b)

Çäåñü wj (r, z) è uj (r, z) (j = 1, 2) - íîðìàëüíûå è ðàäèàëüíûå êîìïîíåíòû
ïåðåìåùåíèé ñîîòâåòñòâåííî äëÿ âåðõíåãî è íèæíåãî ïîëóïðîñòðàíñòâ â öèëèí-
äðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, óäîâëåòâîðÿþùèå êàæäàÿ â ñâîåé îáëàñòè îïðåäå-
ëåíèÿ óðàâíåíèÿì Ëÿìå, σ(j)

z (r, z) è τ (j)rz (r, z) íîðìàëüíûå è êàñàòåëüíûå êîìïî-
íåíòû íàïðÿæåíèé, à δ -íîðìàëüíîå æåñòêîå ñìåùåíèå øòàìïà.

×òîáû ïîñòðîèòü ðåøåíèå ãðàíè÷íîé çàäà÷è (1) èñïîëüçóåì ðàçðûâíûå ðåøå-
íèÿ äëÿ ñîñòàâíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ êðóãîâîé äèñêîîáðàçíîé òðåùèíîé, ïîëó÷åí-
íûå â [6, 11].

Èñïîëüçóÿ óêàçàííûå ðåøåíèÿ è ñîõðàíÿÿ âñå îáîçíà÷åíèÿ, óäîâëåòâîðèì
óñëîâèÿì (1.b). Â èòîãå, ïðèäåì ê ñëåäóþùåé îïðåäåëÿþùåé ñèñòåìå èç òðåõ
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé:

b1L
1
0,1 [u] + b0L

1
0,0 [w] + d1L

0
0,0 [σ] = ∆δ;

b2L
2
0,1 [u] + b3L

2
0,0 [w] + b0L

1
0,0 [σ] = −∆p0 (r) ; (0 < r < a)

b3L
2
1,1 [u] + b2L

2
1,0 [w] + b1L

1
1,0 [σ] = 0.

(2)
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êîòîðóþ íóæíî ðàññìàòðèâàòü ïðè óñëîâèÿõ ðàâíîâåñèÿ øòàìïà è íåïðåðûâ-
íîñòè ñìåùåíèé íà îêðóæíîñòè r = a:

a∫
0

σ (r) rdr =0; u (a) = w (a) = 0 (3)

ãäå

w (r) = w1 (r, 0)− w2 (r, 0) ; u1 (r, 0)− u2 (r, 0) = u (r) ; (0 < r < a) ,

σ (r) = σ(1)
z (r, 0)− σ(2)

z (r, 0) ; τ (r) = τ (1)rz (r, 0)− τ (2)rz (r, 0) ; (0 < r < a)

Lk
m,n [φ] =

a∫
0

W k
m,n (r, ξ)φ (ξ)dξ; W k

m,n (r, ξ) =

∞∫
0

tkJm (tr) Jn (tξ)dt;

b2 = 2
(
θ
(1)
1 b0 + θ

(1)
2 b1 − θ

(1)
1 ∆

)
; b3 = 2

(
θ
(1)
1 b1 + θ

(1)
2 b0 − θ

(1)
2 ∆

)
;

θ
(j)
1 =

µ2
j

λj + 3µj
; θ

(j)
2 =

µj (λj + 2µj)

λj + 3µj
(j = 1, 2) ,

d0 =
θ
(1)
1 − θ

(2)
1

2
; d1 =

θ
(2)
2 + θ

(1)
2

2
; b0 = θ

(1)
2

(
θ
(1)
2 + θ

(2)
2

)
− θ

(1)
1

(
θ
(1)
1 − θ

(2)
1

)
;

b1 = θ
(1)
1

(
θ
(1)
2 + θ

(2)
2

)
− θ

(1)
2

(
θ
(1)
1 − θ

(2)
1

)
;

∆ =

[(
θ
(2)
2 + θ

(1)
2

)2
−
(
θ
(2)
1 − θ

(1)
1

)2]
.

×òîáû ðåøèòü ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (2), ñëåäóÿ ðàáîòå [11], ïðèâå-
äåì åå ê ñèñòåìå ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ ýòîãî ââåäåì íîâûå
íåèçâåñòíûå ôóíêöèè ïî ôîðìóëàì

w∗ (t) =
2

π

a∫
t

ξw (ξ)√
ξ2 − t2

dξ; σ∗ (t) =
2

π

a∫
t

ξσ (ξ)√
ξ2 − t2

dξ; u∗ (t) =
2t

π

a∫
t

u (ξ)√
ξ2 − t2

dξ (4)

è ïðîäîëæèì ôóíêöèè σ∗ (t) è w∗ (t) íà èíòåðâàë (−a, 0) ÷åòíûì îáðàçîì, à ôóíê-
öèþ u∗ (t)- íå÷åòíûì îáðàçîì, ò.å. ïóñòü w∗ (−t) = w∗ (t), u∗ (−t) = −u∗ (t),
σ∗ (−t) = σ∗ (t). Äàëåå, ïðèìåíÿÿ ê îáåèì ñòîðîíàì ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé îïå-
ðàòîð I, à ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ � îïåðàòîð I1,

I (φ (x)) =

x∫
0

φ (r) rdr√
x2 − r2

; I1 (φ (x)) =
d

dx

x∫
0

ydy√
x2 − y2

y∫
0

φ (r) dr,

èñïîëüçóÿ çíà÷åíèå íåêîòîðûõ èçâåñòíûõ èíòåãðàëîâ, ïðèâåäåííûõ â [11], äèô-
ôåðåíöèðóÿ ïåðâîå óðàâíåíèå ïî x, ïðîäîëæàÿ ïåðâîå è ïîñëåäíåå èç ïîëó÷åííûõ
óðàâíåíèé íà èíòåðâàë (−a, 0) ÷åòíûì îáðàçîì, à âòîðîå óðàâíåíèå � íå÷åòíûì
îáðàçîì, ïîñëå íåêîòîðûõ âûêëàäîê, ñèñòåìó (2) ïðåäñòàâèì â âèäå ñëåäóþùåé
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ñèñòåìû ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé:

πd1
2
σ∗ (x) +

πb1
2
u′∗ (x)−

b0
2

a∫
−a

w′
∗ (t)

t− x
dt = ∆δ;

πb3
2
w′

∗ (x) +
b0
2

a∫
−a

σ∗ (t) dt

t− x
+
b2
2

a∫
−a

u′∗ (t) dt

t− x
= ∆f (x) ; (−a < x < a)

πb1
2
σ∗ (x) +

πb3
2
u′∗ (x)−

b2
2

a∫
−a

w′
∗ (t) dt

t− x
= ∆C∗.

(5)

Óñëîâèÿ (3), ïðè ýòîì, çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a∫
−a

u′∗ (x) dx = 0;

a∫
−a

w′
∗ (x) dx = 0;

a∫
−a

σ∗ (x) dx = 0. (6)

Çäåñü

f (x) = I [p0 (r)] ; C∗ =
πb1
2∆

σ∗ (0) +
πb3
2∆

u′∗ (0) +
b2
2∆

a∫
−a

w′
∗ (t)

t
dt;

∆ =

[(
θ
(2)
2 + θ

(1)
2

)2
−
(
θ
(2)
1 − θ

(1)
1

)2]
.

Ðåøåíèå îïðåäåëÿþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé

Ïðèñòóïèì ê ðåøåíèþ îïðåäåëÿþùåé ñèñòåìû (5) ïðè óñëîâèÿõ (6). Äëÿ ýòîãî
èç ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî óðàâíåíèé (5) èñêëþ÷àÿ ôóíêöèþ w′

∗ (x), íàéäåì

σ∗ (x) = 2

(
ϑ
(1)
2

)2
−
(
ϑ
(1)
1

)2
ϑ
(1)
1

u′∗ (x)−
2 (b2δ − b0C∗)

ϑ
(1)
1 ϑ

(2)
2 π

. (7)

Èíòåãðèðóÿ ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå íà èíòåðâàëå (−a, a) è ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ
(6), íàéäåì:

b2δ − b0C∗ = 0. (8)

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ σ∗ (x) â ïåðâîå è âî âòîðîå óðàâíåíèÿ
(5), äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðèâåäåííûõ äèñëîêàöèé ñìåùåíèé ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ
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ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé:
u′∗ (x)−

α1

π

a∫
−a

w′
∗ (t)

t− x
dt = Aδ;

w′
∗ (x)−

β1
π

a∫
−a

u′∗ (t)

t− x
dt = Bf (x) ,

(9)

ãäå

α1 =
ϑ
(1)
1

ϑ
(1)
2

; β1 = −
ϑ
(1)
1 b2 + 2b0

((
ϑ
(1)
2

)2
−
(
ϑ
(1)
1

)2)
ϑ
(1)
1 b3

; A =
2∆α1

πb0
; B =

2∆

πb3
.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà β1 ̸= 0. Ââîäÿ íîâûå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè
φj (x) = u′∗ (x) + λjw

′
∗ (x) (j = 1, 2), ñèñòåìó óðàâíåíèé (9) çàïèøåì â âèäå äâóõ

íåçàâèñèìûõ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé:

φj (x) +
qj
π

a∫
−a

φj (s)

s− x
ds = gj (x) (−a < x < a; j = 1, 2), (10)

λj = (−1)
j
√
α1/β1 = (−1)

j
λ; qj = (−1)

j+1
√
α1β1 = (−1)

j+1
q;

gj (x) = Aδ + λjBf (x) .

Ïðè ýòîì óñëîâèÿ (6) ïðèìóò âèä:

a∫
−a

φj (x) dx = 0 (j = 1, 2) (11)

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäàq � äåéñòâèòåëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Â
ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (10) áóäóò ñëåäóþùèå [6]:

φj (x) =
1

1 + q2j

gj (x) + qjX
+
j (x)

π

a∫
−a

gj (s) ds

X+
j (s) (s− x)

 (−a < x < a; j = 1, 2)

(12)

Xj (z) =

(
z + a

z − a

)γj

; X+
j (x) =

√
Gj

(
a+ x

a− x

)γj

=
√
Gjωj (x) ;

γj = (−1)
j+1

γ; γ =


1

2π
arctg

2q

1− q2
(q < 1)

1

2
+

1

2π
arctg

2q

1− q2
(q > 1)

; Gj =
1− (−1)

j+1
iq

1 + (−1)
j+1

iq
.

Îòìåòèì, ÷òî çäåñü, êàê è â [6], ââèäó ýíåðãåòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé â òåõ
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êîíöåâûõ òî÷êàõ, ãäå ïîêàçàòåëü îñîáåííîñòè áîëüøå 1/2, âçÿòî îãðàíè÷åííîå
ðåøåíèå. Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè gj (x) â (12) è ó÷èòûâàÿ èíòåãðàëüíîå
ñîîòíîøåíèå [14]:

a∫
−a

(
a+ s

a− s

)γ
ds

s− x
=

π

sinπγ

[
1− cosπγ

(
a+ x

a− x

)γ]
(|x| < a; |Re γ| < 1) .

Íàéäåì

φj (x) =
1

1 + q2j

λjBf (x)− δqjωj (x)

sinπγj
+
λjqjBωj (x)

π

a∫
−a

f (s) ds

ωj (s) (s− x)

 .
Óäîâëåòâîðÿÿ óñëîâèÿì (11), äëÿ æåñòêîãî ñìåùåíèÿ øòàìïà ïîëó÷èì ñëåäóþ-
ùåå âûðàæåíèå

δ = −λjB sinπγj
2πaγjA

a∫
−a

f (s) ds

ωj (s)
,

a äëÿ C∗ áóäåì èìåòü ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

C∗ =
λjb2B sinπγj
2πab0γjA

a∫
−a

f (s) ds

ωj (s)
.

Äàëåå, äëÿ êîìïîíåíòîâ äèñëîêàöèè ñìåùåíèé ïî ôîðìóëàì

w′
∗ (x) =

φ1 (x)− φ2 (x)

λ1 − λ2
; u′∗ (x) =

λ1φ2 (x)− λ2φ1 (x)

λ1 − λ2
,

íàéäåì:

w′
∗ (x) =

B

1 + q2

f (x) +
Aδq [ω (x) − ω (−x)]

2λB sinπγ
+

q

2π

a∫
−a

[
ω (x)

ω (s)
− ω (−x)

ω (−s)

]
f (s) ds

s− x


u′∗ (x) = − Aq

2 (1 + q2)

δ [ω (x) + ω (−x)]
sinπγ

+
λB

Aπ

a∫
−a

[
ω (x)

ω (s)
+
ω (−x)
ω (−s)

]
f (s) ds

s− x

 ;

(
ω (x) = ω1 (x) =

(
a+ x

a− x

)γ

; ω2 (x) = ω (−x)
)
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Ñëåäîâàòåëüíî èç (7) äëÿ ñêà÷êà ïðèâåäåííûõ íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé ïîëó÷èì:

σ∗ (x) =

2

[(
ϑ
(1)
2

)2
−
(
ϑ
(1)
1

)2]
ϑ
(1)
1

u′∗ (x) =

= −
Aq

[(
ϑ
(1)
2

)2
−
(
ϑ
(1)
1

)2]
ϑ
(1)
1 (1 + q2)

δ [ω (x) + ω (−x)]
sinπγ

+
λB

Aπ

a∫
−a

[
ω (x)

ω (s)
+
ω (−x)
ω (−s)

]
f (s) ds

s− x

 .

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà p0 (r) = P0/πa
2 = const,

f (x) =
P0

πa2

x∫
0

rdr√
x2 − r2

= − P0

πa2

√
x2 − r2

∣∣∣x
0
=

P0

πa2
x.

Òîãäà, èñïîëüçóÿ çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà

a∫
−a

dx

ωj (x)
=

a∫
−a

(
a− x

a+ x

)γj

dx =
2πaγj
sinπγj

,

íàéäåì
a∫

−a

f (s) ds

ωj (s)
= −2P0γj

2

sinπγj
.

Ñëåäîâàòåëüíî, â óêàçàííîì ñëó÷àå, äëÿ æåñòêîãî ñìåùåíèÿ øòàìïà ïîëó÷èì
âûðàæåíèÿ

δ =
λjγjBP0

πaA
= −λγBP0

πaA
, (13)

a ïîñòîÿííàÿ C∗ áóäåò äàâàòüñÿ ôîðìóëîé:

C∗ = −λjγjb2BP0

πab0A
=
λγb2BP0

πab0A
.

Ïðè ýòîì èç (12), ó÷èòûâàÿ çíà÷åíèå èíòåãðàëà [14]

a∫
−a

f (s) ds

ωj (s) (s− x)
=

P0

πa2

a∫
−a

ds

ωj (s)
+

P0

πa2
x

a∫
−a

ds

ωj (s) (s− x)
=

=
P0

a2 sinπγj

[
2aγj − x+

x cosπγj
ωj (x)

]
,

äëÿ ôóíêöèé φj (x) íàéäåì âûðàæåíèå

φj (x) =
qjωj (x)(

1 + q2j
)
sinπγj

[
A

(j)
∗ − xB

(j)
∗

]
, (14)
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ãäå

A
(j)
∗ = −P0Bλγ

πa
; B

(j)
∗ = (−1)

j P0Bλ

πa2
.

À ïðèâåäåííûå êîìïîíåíòû ñêà÷êîâ äèñëîêàöèè ñìåùåíèé è íîðìàëüíûõ íàïðÿ-
æåíèé áóäóò äàâàòüñÿ ôîðìóëàìè:

u′∗ (x) = − P0B

2πa2ϑ
(1)
2 (1 + q2) sinπγ

{aγ [ω (x) + ω (−x)] + x [ω (x)− ω (−x)]} ;

w′
∗ (x) =

P0Bq

2πa2 (1 + q2) sinπγ
{aγ [ω (x)− ω (−x)]− x [ω (x) + ω (−x)]} ,

σ∗ (x) =

(
ϑ
(1)
2

)2
−
(
ϑ
(1)
1

)2
ϑ
(1)
1

u′∗ (x) = −
P0B

[(
ϑ
(1)
2

)2
−
(
ϑ
(1)
1

)2]
2πϑ

(1)
2 a2 (1 + q2) sinπγ

×

× {aγ [ω (x) + ω (−x)] + x [ω (x)− ω (−x)]} .

Ñêà÷îê èñòèííûõ íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé, äåéñòâóþùèõ íà áåðåãà òðåùèíû,
îïðåäåëèòñÿ ïî ôîðìóëå îáðàùåíèÿ:

σ (r) = σ(1)
z (r, 0)− σ(2)

z (r, 0) = P (r)− p0 (r) = −1

r

d

dr

a∫
r

sσ∗ (s)√
s2 − r2

ds,

ãäå P (r) = −σ(2)
z (r, 0) êîíòàêòíîå äàâëåíèå ïîä øòàìïîì. Ñëåäîâàòåëüíî, êîí-

òàêòíîå äàâëåíèå íà íèæíèé áåðåã òðåùèíû îïðåäåëèòñÿ ôîðìóëîé:

P (r) = p0 (r)−
1

r

d

dr

a∫
r

sσ∗ (s)√
s2 − r2

ds =
P0

πa2
+

P0B

[(
ϑ
(1)
2

)2
−
(
ϑ
(1)
1

)2]
2πϑ

(1)
2 a2 (1 + q2) sinπγ

×

× 1

r

d

dr

a∫
r

s {aγ [ω (s) + ω (−s)] + s [ω (s)− ω (−s)]}√
s2 − r2

ds.

(15)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé íà ïëîñêîñòè ñòûêà ðàçíîðîäíûõ
ïîëó-ïðîñòðàíñòâ âíå îáëàñòè äèñêîîáðàçíîé òðåùèíû èñïîëüçóåì ôîðìóëû, ïî-
ëó÷åííûå â [6], â ñëó÷àå τ∗ (t) = 0. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ ïîëó÷åííûå ôîðìóëû äëÿ
u′∗ (x), w′

∗ (x) è σ∗ (x), ïîñëå íåêîòîðûõ íåñëîæíûõ âûêëàäîê, ïîëó÷èì:

σ(1)
z (r, 0) = − b3

∆r

d

dr

a∫
0

tw′
∗ (t) dt√
r2 − t2

=

= − b3P0B

2πa2 (1 + q2) sinπγ∆r

d

dr

a∫
−a

t (aγ + t)ω (t) dt√
r2 − t2

(r > a) ,

(16)
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τ (1)rz (r, 0) = −b1
∆

d

dr

a∫
0

σ∗ (t) dt√
r2 − t2

− b3
∆

d

dr

a∫
0

u′∗ (t) dt√
r2 − t2

=

=
ϑ
(1)
2 b2P0λ

2ϑ
(1)
1 π2a2b3 (1 + q2) sinπγ

d

dr

a∫
−a

[aγ − t]ω (t) dt√
r2 − t2

(r > a) .

(17)

Òåïåðü, ïðè ïîìîùè ôîðìóë (16) è (17) îïðåäåëèì êîýôôèöèåíòû ðàçðóøà-
þùèõ íàïðÿæåíèé íà îêðóæíîñòè r = a. Äëÿ ýòîãî, èñïîëüçóÿ çíà÷åíèå èíòå-
ãðàëà [14]

a∫
−a

(
a+ t

a− t

)α−1

dt

t− r
=

π

sinπα

[∣∣∣∣r + a

r − a

∣∣∣∣α−1

− 1

]
(|r| > a) ,

ýòè ôîðìóëû ïðåäñòàâèì â âèäàõ:

σ(j)
z (r, 0) =

aP0

πq2r

{
2γ2 + γ − 1

(r − a)
1/2+γ

(r + a)
3/2−γ

+
γ + 1

(r − a)
1/2

(r + a)
3/2

}
+

+Φ1 (r) (|r| > a) ,

(18)

τ (j)rz (r, 0) =
λ (γ + 1)ϑ

(1)
2 B2P0

πϑ
(1)
1 q2b3

{
1

(r − a)
1/2+γ

(r + a)
3/2−γ

+

+
γ + 1

(r − a)
1/2

(r + a)
3/2

}
+Φ2 (r) (|r| > a) .

(19)

Çäåñü

Φ1 (r) = − P0

π2r (1 + q2) sinπγ

d

dr

a∫
−a

[ψσ (t, r)− ψσ (a, r)]ω (t) dt√
r2 − t2

;

Φ2 (r) =
ϑ
(1)
2 b2P0λ

ϑ
(1)
1 π2a2b3 (1 + q2) sinπγ

d

dr

a∫
−a

[ψτ (t, r)− ψτ (a, r)]ω (t) dt√
r2 − t2

;

ψσ (t, r) = t (aγ + t)

√
r − t

r + t
; ψτ (t, r) = (aγ − t)

√
r − t

r + t
.

Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (18) è (19), äëÿ êîýôôèöèåíòîâ èíòåíñèâíîñòè ðàçðóøà-
þùèõ íàïðÿæåíèé íà îêðóæíîñòè r = a ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ôîðìóëû :

KI (a) =

√
2
(
2γ2 + γ − 1

)
P0

√
πq2(2a)

3/2−γ
; KII (a) =

√
2ϑ

(1)
2 (γ + 1) b2λP0

√
πq2ϑ

(1)
1 b3(2a)

3/2−γ
.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà q� ÷èñòî ìíèìîå ÷èñëî, q = iq∗, òî íåñëîæíî äî-
êàçàòü, ÷òî Gj (j = 1, 2)� äåéñòâèòåëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà è, ñëåäîâàòåëü-
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íî, òî÷êè ±a ÿâëÿþòñÿ êîíöàìè àâòîìàòè÷åñêîé îãðàíè÷åííîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå
ðåøåíèÿ ðàññìîòðåííîé çàäà÷è áóäóò äàâàòüñÿ ôîðìóëàìè (14), åñëè â ýòèõ ôîð-
ìóëàõ çàìåíèòü γ íà iβ (2πβ = ln(1 + q∗)− ln(1− q∗)). Ïðè ýòîì êàê êîíòàêòíûå
íàïðÿæåíèÿ, òàê è ðàçðóøàþùèå íàïðÿæåíèÿ íà îêðóæíîñòè r = a áóäóò èìåòü
êîðíåâóþ îñîáåííîñòü ñ îñöèëëÿöèåé.

Â êîíöå, ðàññìîòðèì ñëó÷àé q = 0, êîòîðûé âîçìîæåí ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà
β1 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå èç ñèñòåìû (9) è óñëîâèé (6) ïîëó÷èì

w′
∗ (x) = Bf (x) ; u′∗ (x) = Aδ +

α1B

π

a∫
−a

f (t)

t− x
dt; δ =

α1B

2πaA

a∫
−a

ln

(
a− t

a+ t

)
f (t) dt.

Äàëåå, ïî ôîðìóëå (7), íåòðóäíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíê-
öèè σ∗ (x), à çàòåì è äëÿ èñòèííûõ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé, äåéñòâóþùèõ êàê
ïîä øòàìïîì, òàê è âíå òðåùèíû. Ïðèâåäåì óêàçàííûå ôîðìóëû â âûøå ðàñ-
ñìîòðåííîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà f (x) = P0x/πa

2. Â ýòîì ñëó÷àå èç (20) áóäåì
èìåòü:

w′
∗ (x) =

BP0

πa2
x; u′∗ (x) =

2∆α1P0

π3a2b3

[
a− x ln

(
a− x

a+ x

)]
; δ = −3ϑ

(1)
1 b0P0

π2aϑ
(1)
2 b3

;

σ∗ (x) =

4

[(
ϑ
(1)
2

)2
−
(
ϑ
(1)
1

)2]
∆P0

π3a2ϑ
(1)
2 b3

[
a− x ln

(
a− x

a+ x

)]
.

Òîãäà

σ (r) = −1

r

d

dr

a∫
r

sσ∗ (s)√
s2 − r2

ds = A0

{
a√

a2 − r2
+

+
1

r

d

dr

 a∫
r

√
s2 − r2 ln

(
a− s

a+ s

)
ds− r2

a∫
r

ln
(

a−s
a+s

)
√
s2 − r2

ds

 ,

è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ ïîä øòàìïîì áóäåì èìåòü:

p (r) = p0 (r) +
aA0√
a2 − r2

+

+
A0

r

d

dr

 a∫
r

√
s2 − r2 ln

(
a− s

a+ s

)
ds − r2

a∫
r

ln
(

a− s
a+ s

)
√
s2 − r2

ds

 .
Çäåñü

A0 =

4

[(
ϑ
(1)
2

)2
−
(
ϑ
(1)
1

)2]
∆P0

π3a2ϑ
(1)
2 b3

.
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Ïðè ýòîì ðàñêðûòèå òðåùèíû, â óêàçàííîì ñëó÷àå, îïðåäåëèòñÿ ôîðìóëîé:

w (r) = −1

r

d

dr

a∫
r

sw∗ (s) ds√
s2 − r2

= −BP0

πa2

√
a2 − r2.

Äëÿ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé, äåéñòâóþùèõ âíå òðåùèíû íà ñòûêå ðàçíîðîä-
íûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ, ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ:

σ(j)
z (r, 0) = − b3

∆r

d

dr

a∫
0

tw′
∗ (t) dt√
r2 − t2

= − b3P0B

πa2∆r

[
a√

r2 − a2
− arcsin

( r
a

)]
;

τ (1)rz (r, 0) = −b1
∆

d

dr

a∫
0

σ∗ (t) dt√
r2 − t2

− b3
∆

d

dr

a∫
0

u′∗ (t) dt√
r2 − t2

=

=
E0

r
√
r2 − a2

[
1 +

2r2

a2
ln

(
r2

r2 − a2

)]
,

ãäå

E0 =

2P0

[
ϑ
(1)
1 b3 + 2

((
ϑ
(1)
2

)2
−
(
ϑ
(1)
1

)2)
b1

]
ϑ
(1)
2 π3b3

.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè âûâîäå ýòèõ ôîðìóë áûëî èñïîëüçîâàíî çíà÷åíèå èíòåãðà-
ëà:

a∫
0

ln
(

a−s
a+s

)
√
r2 − s2

ds = −2a arctg

(
a√

r2 − a2

)
+
√
r2 − a2 ln

(
r2

r2 − a2

)
.

Èç ïîëó÷åííûõ ôîðìóë ÿâñòâóåò, ÷òî íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ íà îêðóæíîñòè
r = a èìåþò îáû÷íóþ êîðíåâóþ îñîáåííîñòü, à êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ, ïîìèìî
êîðíåâîé, èìåþò òàêæå ëîãàðèôìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü.

Íåêîòîðûå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû

Èçâåñòíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå îïåðàòîðîâ âðàùåíèÿ ïðè ðåøåíèè îñåñèììåò-
ðè÷íûõ êîíòàêòíûõ è ñìåøàííûõ çàäà÷ îáëåã÷àåò ðåøåíèå ýòèõ çàäà÷ è ÷àñòî
äëÿ ïðèâåäåííûõ èñêîìûõ ôóíêöèé ïîëó÷àþòñÿ çàìêíóòûå ðåøåíèÿ â êâàäðà-
òóðàõ. Îäíàêî, òàêæå èçâåñòíî, ÷òî äàæå ïðè ÷èñëåííîì îáðàùåíèè îïåðàòîðîâ
âðàùåíèÿ ÷àñòî ìîæíî ñòîëêíóòüñÿ ñ íåïðåîäîëèìûìè òðóäíîñòÿìè âû÷èñëè-
òåëüíîãî õàðàêòåðà. Íèæå ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî ìîæíî
ïîëó÷èòü ÷èñëåííîå îáðàùåíèå îïåðàòîðîâ âðàùåíèÿ äàæå â ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðè-
âåä¼ííûå èñêîìûå ôóíêöèè èìåþò ïîêàçàòåëüíóþ îñîáåííîñòü ñ îñöèëëÿöèåé.
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Ðàññìîòðèì èíòåãðàëû âèäà

Gn,α,β (r) =
1

r

d

dr

1∫
r

snωα,β (s) ds√
s2 − r2

,

ãäå ωα,β (s) = (1− s)
α
(1 + s)

β . Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå

d

dr

1∫
r

g (s)√
s2 − r2

ds =
d

dr

1∫
r

(
g (s)√
s2 − r2

− g (r)√
s2 − r2

)
ds+

d

dr

g (r) 1∫
r

1√
s2 − r2

ds

 =

=

1∫
r

(
r (g (s)− g (r))

√
s2 − r2

3 − g′ (r)√
s2 − r2

)
ds+

d

dr

(
g (r) arctanh

√
1− r2

)
=

= r

1∫
r

g (s)− g (r)
√
s2 − r2

3 ds− g (r)

r
√
1− r2

,

Gn,α,β (r) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Gn,α,β (r) =

1∫
r

snωα,β (s)− rnωα,β (r)
√
s2 − r2

3 ds− rn−2ωα−0.5,β−0.5 (r) .

×òîáû âûÿâèòü ïîâåäåíèå Gn,α,β (r) ïðè r, áëèçêèõ ê íóëþ, ðàññìîòðèì èíòåãðàë

Q (r) =

b∫
r

q (s)− q (r)
√
s2 − r2

3 ds; ãäå q (s) =

2k∑
i=0

ais
i.

Ïîäñòàâëÿÿ ïðåäñòàâëåíèå q (s) â Q (r), ìåíÿÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è ñóì-
ìèðîâàíèÿ, âû÷èñëÿÿ èíòåãðàëû â ñëàãàåìûõ è, äàëåå, ðàçëàãàÿ ïîëó÷åííîå äëÿ
Q (r) âûðàæåíèå â ðÿä, íàéäåì, ÷òî ñèíãóëÿðíàÿ ÷àñòü èíòåãðàëà íå çàâèñèò îò
âåðõíåãî ïðåäåëà èíòåãðèðîâàíèÿ è èìååò âèä

Hn,k,α,β (r) =
a1
r

− ln r

k∑
i=1

2Γ (n+ 1/2)√
πΓ (n)

a2ir
2i.

Åñëè âìåñòî ai âçÿòü êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè snωα,β (s) â ðÿä ïðè

s = 0: ai =
ω(i−n)

α,β (0)

(i− n)!
, i > n; òî Hn,k,α,β (r) áóäåò ñîâïàäàòü ñ ïëîõî èíòåðïî-

ëèðóåìîé ÷àñòüþ Gn,α,β (r).

×èñëåííûå ðàñ÷¼òû ïîêàçûâàþò, ÷òî êîìáèíàöèÿ

fn (α, β, r) =
Gn,α,β (r)

ωα−0.5,β−0.5 (r)
−Hn,2,α,β (r) + rn−2
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ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ îò r, α è β, õîðîøî èíòåðïîëèðóåìàÿ ïðè ïîìîùè ïîëèíîìîâ.

Òàêèì îáðàçîì åñëè çàìåíèòü fn (α, β, r) èíòåðïîëÿöèîííûì ïîëèíîìîì f (m)
n (α, β, r),

òî ìîæíî ïîëó÷èòü ïðîñòóþ àíàëèòè÷åñêóþ ôîðìóëó äëÿ Gn,α,β (r), êîòîðîå òðå-
áóåò ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ òîëüêî â ìàëîì êîëè÷åñòâå òî÷åê

G(m)
n α,β (r) =

(
f (m)
n (α, β, r) +

Gn,0,0 (r)

ω−0.5,−0.5 (r)

)
ωα−0.5,β−0.5 (r) .

Èñïîëüçóÿ èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì äëÿ σ∗ (s), ëåãêî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå
äëÿ σ (r) ÷åðåç G(m)

n α,β (r)

σ∗ (s) = ωα,−α (s)

n∑
i=0

ais
i; σ (r) = −1

r

d

dr

1∫
r

s σ∗ (s) ds√
s2 − r2

= −
n∑

i=0

aiG
(m)
i+1 ,α,−α

(r).

Â ÷èñëåííîì ïðèìåðå ïðèâåä¼ííîì íèæå, óæå ïðè äåñÿòè òî÷êàõ íà âñ¼ì
èíòåð-âàëå 0 < r < 1, çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèè, ñîâïàäàþò
ñî çíà÷åíèÿìè, ïîëó÷åííûìè ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì, ñ òî÷íîñòüþ äî 10−8.

Èñïîëüçóÿ óêàçàííûé àëãîðèòì áûëî ïîñòðîåíî ÷èñëåííîå îáðàùåíèå îïåðà-
òîðà âðàùåíèÿ äëÿ êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà q äåéñòâèòåëüíîå ÷èñ-
ëî. Íà Ôèã.2 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ïðèâåä¼ííîãî êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ p∗(r) =
a2p(r)/P0 â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ µ = µ2/µ1 â ñëó÷àå, êîãäà ν1 = 0.3
è ν2 = 0.2. Èç íèõ âèäíî, ÷òî ïðè âîçðàñòàíèè ïàðàìåòðà µ, ÷òî ìîæíî òðàê-
òîâàòü êàê âîçðàñòàíèå µ2 ïðè ïîñòîÿííîé µ1, êîíòàêòíîå äàâëåíèå â ñðåäíåé
÷àñòè êîíòàêòíîé çîíû óâåëè÷èâàåòñÿ, ñòðåìÿñü ê îïðåäåë¼ííîìó ïðåäåëó, ñîîò-
âåòñòâóþùåìó ñëó÷àþ, êîãäà âòîðîå ïîëóïðîñòðàíñòâî àáñîëþòíî æ¼ñòêîå.

Ôèã. 2

Ïðè ýòîì â ñëó÷àå, êîãäà ïåðâîå ïîëóïðîñòðàíñòâî æåñò÷å, ÷åì âòîðîå, áîëü-
øå ÷åì â ïÿòü ðàç, â öåíòðàëüíîé ÷àñòè êîíòàêòíîé çîíû êîíòàêòíîå äàâëåíèå
ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì, ò.å. â ýòîé îáëàñòè øòàìï ìîæåò îòîðâàòüñÿ îò ìàò-
ðèöû è, ñëåäîâàòåëüíî, íóæíî ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó â íîâîé ïîñòàíîâêå.
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Çàêëþ÷åíèå

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíî òî÷íîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è â êâàäðàòó-
ðàõ è ïîëó÷åíû ïðîñòûå ôîðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîãî êîíòàêòíîãî
äàâëåíèÿ è êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé, äåéñòâóþùèõ âíå òðåùèíû íà ñòûêå ðàçíî-
ðîäíûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ. Ïîêàçàíî, ÷òî íîðìàëüíûå êîíòàêòíûå íàïðÿæåíèÿ íà
îêðóæíîñòè, îãðàíè÷èâàþùåé òðåùèíó èìåþò êîðíåâóþ îñîáåííîñòü, à êàñàòåëü-
íûå íàïðÿæåíèÿ, ïîìèìî ýòîãî, èìåþò òàêæå è ëîãàðèôìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü.

Ðàçðàáîòàí òàêæå àëãîðèòì äëÿ ÷èñëåííîãî îáðàùåíèÿ îïåðàòîðîâ âðàùåíèÿ,
êîòîðûé óñïåøíî ïðèìåíåí äëÿ âû÷èñëåíèÿ èñòèííîãî êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Êîìèòåòà ïî íàóêå ÐÀ
â ðàìêàõ íàó÷íîãî ïðîåêòà �21T-2C209.
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