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In a linear formulation, the dependence of the types of loss of stability of the disturbed motion

of the �plate-�ow� dynamic system on the character of the initial stress state of a rectangular plate

of moderate dimensions we is investigated. An analytical solution of the stability problem in the

presence of concentrated inertial masses and moments at its free edge under the assumption that

the direction perpendicular to the velocity of the �owing supersonic gas �ow incident on its free

edge we have found. We have shown, that during �ow, the initial stress state caused by compressive

forces leads to both signi�cant destabilization and stabilization of the disturbed motion of the system

depending on the parameters of the system.

Ger�aynayin gazi hosqowm se�mva� sali flateri mi xndri masin, orowm sali

azat ezrin a�ka en kentronacva� inercion zangva�ner  momentner
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Owsowmnasirva� � naxnakan larva�ayin vi�aki azdecow�yown� ger�aynayin gazi hosqowm mijin

�a�eri se�mva� ow��ankyown sali xotorva� �ar�man kayownow�yan mi xndrowm, orowm gazi hosq�

ow��va� � sali azat ezric depi hakadir hodakaporen amrakcva� ezr� zowgahe� myows erkow

hodakaporen amrakcva� ezrerin: Stacva� � kayownow�yan xndri analitik low�owm�:
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Cowyc � trva� panelayin divergenciayi  flateri a�ajacman hnaravorow�yown�: Gtnva�

en gazi hosqi hamapatasxan kritikakan aragow�yownneri ar�eqner�: Cowyc � trva� se�mo�

ow�eri in�pes apakayownacno�, aynpes �l kayownacno� azdecow�yown� <sal–gazi hosq> hamakargi

xotorva� �ar�man vra, kapva� hamakargi parametreri ar�eqneric:

Â ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå èññëåäóåòñÿ çàâèñèìîñòü âèäîâ ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè âîçìóù¼ííîãî

äâèæåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû �ïëàñòèíêà-ïîòîê� îò õàðàêòåðà ïåðâîíà÷àëüíîãî íàïðÿæ¼í-

íîãî ñîñòîÿíèÿ ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíêè óìåðåííûõ ðàçìåðîâ ïðè íàëè÷èè ñîñðåäîòî÷åííûõ

èíåðöèîííûõ ìàññ è ìîìåíòîâ íà å¼ ñâîáîäíîì êðàå â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïëàñòèíêà ñæàòà

â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ñêîðîñòè îáòåêàþùåãî ñâåðõçâóêîâîãî ïîòîêà ãàçà, íàáå-

ãàþùèì íà åå ñâîáîäíûé êðàé. Íàéäåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè âîçìó-

ù¼ííîãî äâèæåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ¾ïëñòèíêà-ïîòîê¿. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè îáòåêàíèè

ïåðâîíà÷àëüíîå íàïðÿæ¼ííîå ñîñòîÿíèå, îáóñëîâëåííîå ñæèìàþùèìè óñèëèÿìè, ïðèâîäèò, êàê

ê äåñòàáèëèçàöèè, òàê è ê ñòàáèëèçàöèè âîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ ñèñòåìû, â çàâèñèìîñòè îò å¼

ïàðàìåòðîâ.

Ââåäåíèå

Êàê èçâåñòíî [1� 4], âûïó÷èâàíèå ïëàñòèíîê â àâèàöèîííûõ è ñóäîâûõ êîí-
ñòðóêöèÿõ ÷àùå âñåãî âûçûâàåòñÿ, â îñíîâíîì, äåéñòâèåì ñæèìàþùèõ óñèëèé,
ðàñïîëîæåííûõ â ñðåäèííîé ïëîñêîñòè ïëàñòèíêè. Òàê êàê øèðèíà ïëàñòèíêè,
ÿâëÿþùåéñÿ ïàíåëüþ êðûëà ñàìîëåòà, ïàëóáû ñóäíà è ò.ä., êàê ïðàâèëî, íà ìíîãî
ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðàìè êîíñòðóêöèè, òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ñ÷è-
òàòü ñæèìàþùèå óñèëèÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííûìè ïî øèðèíå ïëàñòèíêè [1].
Ïîýòîìó çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè ïëàñòèíîê ïðè ðàâíîìåðíîì ñæàòèè ÿâëÿåòñÿ
òîé �êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé�, ðåøåíèå êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ èñõîäíûì äëÿ ôîðìóëè-
ðîâêè è èññëåäîâàíèÿ äðóãèõ áîëåå ñëîæíûõ çàäà÷.

Èçó÷åíèþ ñòàòè÷åñêîé è äèíàìè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè ïëàñòèíîê è îáîëî÷åê,
îáòåêàåìûõ ñâåðõçâóêîâûì ïîòîêîì ãàçà, ïîñâÿùåíî îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ðàáîò,
îáçîð êîòîðûõ, â îñíîâíîì, ñîäåðæèòñÿ â ìîíîãðàôèÿõ è â ñòàòüÿõ [1� 10]. Îäíàêî
â ýòèõ ðàáîòàõ, çà èñêëþ÷åíèåì ðàáîò À.À. Ìîâ÷àíà, ïîñòðîåíû ïðèáëèæ¼ííûå
ðåøåíèÿ è íå äàíà ýôôåêòèâíàÿ îöåíêà òî÷íîñòè ýòèõ ïðèáëèæåíèé.

Â ïðåäëàãàåìîé ñòàòüå, â îòëè÷èå îò âûøåóêàçàííûõ ðàáîò, ñ ïîìîùüþ àë-
ãîðèòìà, ïîäðîáíî èçëîæåííîãî â ðàáîòå [15], ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå
çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè âîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ¾ïëàñòèí-
êà�ïîòîê¿ âáëèçè ãðàíèö îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ïðè ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ.
Ðàññìàòðèâàåìàÿ ïåðâîíà÷àëüíî ñæàòàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ïëàñòèíêà óìåðåííûõ
ðàçìåðîâ ñ îäíèì ñâîáîäíûì è ñ òðåìÿ øàðíèðíî çàêðåïë¼ííûìè êðàÿìè îáòå-
êàåòñÿ ñâåðõçâóêîâûì ïîòîêîì ãàçà â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ñæèìàþ-
ùèì ñèëàì; ïîòîê ãàçà íàáåãàåò íà å¼ ñâîáîäíûé êðàé, âäîëü êîòîðîãî ïðèëîæåíû
ñîñðåäîòî÷åííûå èíåðöèîííûå ìàññû è ìîìåíòû.

Ïîêàçàíî, ÷òî âîçìóù¼ííîå äâèæåíèå ñèñòåìû, òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü êàê â âè-
äå äèâåðãåíöèè ïàíåëè, òàê è â âèäå ïàíåëüíîãî ôëàòòåðà, èëè æå òîëüêî â âèäå
äèâåðãåíöèè ïàíåëè, â çàâèñèìîñòè îò îòíîøåíèÿ ñòîðîí ïëàñòèíêè è å¼ îòíîñè-
òåëüíîé òîëùèíû. Íàéäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå êðèòè÷åñêèå ñêîðîñòè äèâåðãåíöèè
ïàíåëè è ïàíåëüíîãî ôëàòòåðà. À òàêæå, óñòàíîâëåíû ¾îïàñíûå¿ ãðàíèöû îáëà-
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ñòè óñòîé÷èâîñòè [12], ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ïîòåðÿ ïðî÷íîñòè
è âîçíèêíîâåíèå óñòàëîñòíûõ òðåùèí â ìàòåðèàëå ïëàñòèíêè [1, 2].

Êàê îêàçàëîñü, ïåðâîíà÷àëüíîå íàïðÿæ¼ííîå ñîñòîÿíèå ïëàñòèíêè óìåðåííûõ
ðàçìåðîâ, îáóñëîâëåííîå ñæèìàþùèìè ñèëàìè, ïðèâîäèò, â îñíîâíîì, ê ñòàáè-
ëèçàöèè âîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ ñèñòåìû ¾ïëàñòèíêà-ïîòîê¿, â ñðàâíåíèè ñ ñè-
ñòåìîé ñ íåíàãðóæåííîé ïàíåëüþ [15].

1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ òîíêàÿ óïðóãàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ïëàñòèíêà óìåðåííûõ ðàçìå-
ðîâ, êîòîðàÿ â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz çàíèìàåò îáëàñòü 0 ≤ x ≤ a,
0 ≤ y ≤ b, −h ≤ z ≤ h: ab−1 ∈ (0.193, 1.96). Äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò Oxyz
âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òî îñè Ox è Oy ëåæàò â ïëîñêîñòè íåâîçìóù¼ííîé ïëàñòèí-
êè, à îñü Oz ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëàñòèíêå è íàïðàâëåíà â ñòîðîíó ñâåðõçâóêîâîãî
ïîòîêà ãàçà, îáòåêàþùåãî ïëàñòèíêó ñ îäíîé ñòîðîíû â íàïðàâëåíèè îñè Ox ñ
íåâîçìóù¼ííîé ñêîðîñòüþ V . Òå÷åíèå ãàçà áóäåì ñ÷èòàòü ïëîñêèì è ïîòåíöèàëü-
íûì.

Ïóñòü êðàé x = 0 ïëàñòèíêè ñâîáîäåí, à êðàÿ x = a, y = 0 è y = b çàêðåïëåíû
èäåàëüíûìè øàðíèðàìè. Âäîëü ñâîáîäíîãî êðàÿ x = 0 ïëàñòèíêè ïðèëîæåíû
ñîñðåäîòî÷åííûå èíåðöèîííûå ìàññû mc è ìîìåíòû ïîâîðîòà Ic [2, 11].

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíî, åù¼ äî îáòåêàíèÿ, ïëàñòèíêà ïîäâåðæåíà
äåéñòâèþ ñæèìàþùèõ ñèë Ny = 2hσy, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííûõ ïî êðàÿì y =
0 è y = b ïëàñòèíêè, ÿâëÿþùèìèñÿ ðåçóëüòàòîì íàãðåâà, èëè êàêèõ-ëèáî äðóãèõ
ïðè÷èí; ñæèìàþùèå óñèëèÿ σy ïðåäïîëàãàþòñÿ ïîñòîÿííûìè âî âñåé ñðåäèííîé
ïîâåðõíîñòè ïàíåëè, è íåìåíÿþùèìèñÿ ñ èçìåíåíèåì ïðîãèáà ïëàñòèíêè w =
w(x, y, t) [1, 2].

Ïðîãèá ïëàñòèíêè w = w(x, y, t) âûçîâåò èçáûòî÷íîå äàâëåíèå∆p íà âåðõíþþ
îáòåêàåìóþ ïîâåðõíîñòü ïëàñòèíêè ñî ñòîðîíû îáòåêàþùåãî ïîòîêà ãàçà, êîòîðîå

ó÷èòûâàåòñÿ ïðèáëèæ¼ííîé ôîðìóëîé∆p = −a0ρ0V
∂w

∂x
¾ïîðøíåâîé òåîðèè¿, ãäå

a0 � ñêîðîñòü çâóêà â íåâîçìóù¼ííîé ãàçîâîé ñðåäå, ρ0 � ïëîòíîñòü íåâîçìóù¼í-
íîãî ïîòîêà ãàçà [13, 14]. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðîãèáû w = w(x, y, t)
ìàëû îòíîñèòåëüíî òîëùèíû ïëàñòèíêè 2h. Âûÿñíèì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ âîç-
ìîæíà ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ íåâîçìóù¼ííîãî ðàâíîâåñèÿ äèíàìè÷å-
ñêîé ñèñòåìû ¾ïëàñòèíêà�ïîòîê¿ â ñëó÷àå, â êîòîðîì èçãèá ïðÿìîóãîëüíîé ïëà-
ñòèíêè îáóñëîâëåí ñîîòâåòñòâóþùèìè àýðîäèíàìè÷åñêèìè íàãðóçêàìè ∆p, ñæè-
ìàþùèìè óñèëèÿìè σy â ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíêè è ñîñðåäîòî÷åííûìè
èíåðöèîííûìè ìàññàìè mc è ìîìåíòàìè ïîâîðîòà Ic, ïðèëîæåííûìè âäîëü å¼
ñâîáîäíîãî êðàÿ x = 0, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñæèìàþùèå óñèëèÿ σy ìàëû ïî
ñðàâíåíèþ ñ êðèòè÷åñêèìè íàïðÿæåíèÿìè (σy)cr, êîòîðûå ìîãóò ïðîèçâåñòè âû-
ïó÷èâàíèå ïëàñòèíêè ïðè îòñóòñòâèè îáòåêàíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå, ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ âîçìîæíîñòè àíàëèòè÷åñêîãî èñ-
ñëåäîâàíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû �ïëà-
ñòèíêà�ïîòîê�, ðàñïðåäåë¼ííàÿ ìàññà ïëàñòèíêè óñëîâíî çàìåíåíà ñîñðåäîòî÷åí-
íûìè èíåðöèîííûìè ìàññàìè è ìîìåíòàìè ïîâîðîòà, ïðèëîæåííûìè âäîëü ñâî-
áîäíîãî êðàÿ ïëàñòèíêè [2, 11, 15]. Òàêàÿ çàìåíà âîâñå íå ïðèâîäèò ê èñêàæåíèþ
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äèíàìè÷åñêîé êàðòèíû ÿâëåíèÿ � ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû; áûòü ìîæåò, ñ
òî÷íîñòüþ äî ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé êðèòè÷åñêèõ ñêîðîñòåé ïîòîêà ãàçà, êîòîðûå
ìîãóò áûòü íåñêîëüêî çàâûøåííûìè.

Òîãäà, äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ìàëûõ èçãèáíûõ êîëåáàíèé òî÷åê ñðå-
äèííîé ïîâåðõíîñòè ñæàòîé ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíêè îêîëî íåâîçìóù¼ííîé ôîð-
ìû ðàâíîâåñèÿ â ïðåäïîëîæåíèè ñïðàâåäëèâîñòè ãèïîòåçû Êèðõãîôà è ¾ïîðø-
íåâîé òåîðèè¿ [13,14] áóäåò îïèñûâàòüñÿ ñîîòíîøåíèåì [2, 8,18]:

D∆2w + 2hσy
∂2w

∂y2
+ a0ρ0V

∂w

∂x
= 0, (1.1)

∆2w = ∆(∆w), ∆� äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Ëàïëàñà; D � öèëèíäðè÷åñêàÿ
æ¼ñòêîñòü.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, â ïðèíÿòûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ñïîñîáà çà-
êðåïëåíèÿ êðîìîê ïëàñòèíêè, áóäóò âèäà [2, 11]:

∂2w

∂x2
+ ν

∂2w

∂y2
= D−1Ic

∂3w

∂x∂t2
,

∂

∂x

(
∂2w

∂x2
+ (2− ν)

∂2w

∂y2

)
= −D−1mc

∂2w

∂t2
, (1.2)

ïðè x = 0;

w = 0,
∂2w

∂x2
, ïðè x = a; (1.3)

w = 0,
∂2w

∂y2
, ïðè y = 0 è y = b; (1.4)

ãäå ν � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà.

Òðåáóåòñÿ íàéòè êðèòè÷åñêóþ ñêîðîñòü Vcr� íàèìåíüøóþ ñêîðîñòü ïîòîêà
ãàçà â ñâåðõçâóêîâîì è ãèïåðçâóêîâîì èíòåðâàëå ñêîðîñòåé:

Vcr ∈ (a0M0, a0M2 cosm), M0 =
√
2, M2 cosm ≈ 33.85; (1.5)

ïðèâîäÿùóþ ê ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
¾ïëàñòèíêà�ïîòîê¿ (1.1) � (1.4) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî

σy < (σy)cr. < (σy)pr.. (1.6)

Çäåñü, M0 è M2 cosm � ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ÷èñëà Ìàõà M , ñîîòâåòñòâóþùèå
èíòåðâàëó äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ñâåðõçâóêîâûõ è ãèïåðçâóêîâûõ ñêîðîñòåé [1];
(σy)cr.� êðèòè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ, ïðèâîäÿùèå ê âûïó÷èâàíèþ ïëàñòèíêè â îò-
ñóòñòâèè îáòåêàíèÿ (V = 0), íàéäåííûå â ðàáîòå [17]; (σy)pr. � íèæíÿÿ ãðàíèöà
òåêó÷åñòè [1, 17].

Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè âîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû �ïëà-
ñòèíêà�ïîòîê� (1.1) � (1.4) ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ (1.1) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè (1.2) � (1.4) äëÿ ïðîãèáà
w(x, y, t) â èíòåðâàëå ñêîðîñòåé ïîòîêà ãàçà (1.5) ïðè óñëîâèè (1.6).

Çàäà÷ó óñòîé÷èâîñòè (1.1) � (1.4) áóäåì èññëåäîâàòü â ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíûõ
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ïëàñòèíîê óìåðåííûõ ðàçìåðîâ:

γ = ab−1 ∈ (0.193, 1.96), (1.7)

γ� îòíîøåíèå øèðèíû ïëàñòèíêè a(ñòîðîíà ïëàñòèíêè ïî ïîòîêó) ê å¼ äëèíå b.
Çàìåòèì, ÷òî â ðàáîòàõ [15, 16] ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è óñòîé-

÷èâîñòè âîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ¾ïëàñòèíêà�ïîòîê¿ â
ïðåäïîëîæåíèè îòñóòñòâèÿ ïåðâîíà÷àëüíîãî íàïðÿæ¼ííîãî ñîñòîÿíèÿ ïëàñòèí-
êè, â ðàáîòå [17] � çàäà÷è ñòàòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïàíåëè ñ íàãðóæåííûìè
êðàÿìè y = 0 è y = b. êàê ïðè îáòåêàíèè (V 6= 0), òàê è â îòñóòñòâèè îáòåêàíèÿ
(V = 0).

Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîòû [18], â êîòîðîé èññëåäîâàíà
çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè (1.1) � (1.4) â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî óäëèí¼ííûõ ïàíåëåé (γ ≤
0.193).

2 Ðåøåíèå çàäà÷è

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè âîçìóù¼ííîãî
äâèæåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (1.1) � (1.4) ñâåäåì å¼ ê çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ λ äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Îáùåå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (1.1), óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (1.2) � (1.4), áóäåì èñ-
êàòü â âèäå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé

w(x, y, t) =

∞∑
n=1

Cn exp (µnrx+ λt) sin (µny) , µn = πnb−1 (2.1)

Cn� ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå; n � ÷èñëî ïîëóâîëí âäîëü ñòîðîíû ïëàñòèíêè b.
Âîçìóù¼ííîå äâèæåíèå ñèñòåìû (1.1) � (1.4) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, åñëè

âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ èìåþò îòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè (Reλ <
0), è íåóñòîé÷èâà, åñëè õîòÿ áû îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ íàõîäèòñÿ â ïðàâîé
÷àñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè (Reλ > 0). Êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ïîòîêà Vcr, õà-
ðàêòåðèçóþùàÿ ïåðåõîä îò óñòîé÷èâîñòè ê íåóñòîé÷èâîñòè âîçìóù¼ííîãî äâèæå-
íèÿ ñèñòåìû, îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì ðàâåíñòâà íóëþ âåùåñòâåííîé ÷àñòè îäíîãî
èëè íåñêîëüêèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (Reλ = 0). Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (2.1)
â äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1.1), ïîëó÷àåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå â
âèäå àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ÷åòâ¼ðòîé ñòåïåíè:

r4 − 2r2 + α3
nr + (1− β2

y) = 0, α3
n = a0ρ0V D−1µ−3

n , β2
y = 2hσyD

−1µ−2
n , (2.2)

êîòîðîå â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì ðåøåíèÿ Ôåððàðè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
[17]:(
r2 +

√
2(q + 1)r + q −

√
q2 − 1 + β2

y

)(
r2 −

√
2(q + 1)r + q +

√
q2 − 1 + β2

y

)
= 0,

(2.3)
ãäå q = q(V )� ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ñêîðîñòü ïîòîêà ãàçà V � äåéñòâèòåëü-

37



íûé êîðåíü êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

8(q + 1)
(
q2 − 1 + β2

y

)
− α6

n = 0, (2.4)

óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ [17]:

q ∈ (q0,∞) (2.5)

q0 =
(
−1 + 2

√
(4− 3β2

y)
)
/3, β2

y ≤ 4/3 è q0 = 1, β2
y > 4/3 (òàáë. 1);

β2
y� êîýôôèöèåíò íàïðÿæåíèÿ, êîòîðûé

β2
y < (β2

y)cr., (β2
y)cr. = β2

y(n, γ, ν) = 2h(σy)cr.D
−1µ−2

n , (2.6)

â ñîîòâåòñòâèè ñ îãðàíè÷åíèåì (1.6) è îáîçíà÷åíèÿìè (1.7) è (2.2).

β2
y 0 0.3 0.5 0.8 1.0 1.21 1.333 >1.333
q0 1.0 0.840 0.721 0.510 0.338 0.072 -0.333 1.0

Òàáëèöà 1

γ
ν

0.125 0.25 0.3 0.375 0.5

0.193 1.0 0.840 0.721 0.510 0.338
0.20 14.202 12.359 11.605 10.456 8.493
0.30 6.822 6.029 5.695 5.180 4.272
0.33 5.799 5.150 4.875 4.447 3.686
0.40 4.245 3.815 3.625 3.332 2.797
0.50 3.058 2.792 2.672 2.479 2.114
0.60 2.416 2.237 2.153 2.015 1.745
0.70 2.032 1.903 1.841 1.735 1.523
0.80 1.785 1.687 1.639 1.555 1.379
0.90 1.616 1.539 1.500 1.431 1.282
1.00 1.496 1.434 1.401 1.342 1.212
1.20 1.341 1.297 1.273 1.228 1.124
1.50 1.215 1.186 1.168 1.135 1.052
1.80 1.149 1.126 1.113 1.086 1.016
1.90 1.133 1.112 1.099 1.074 1.0084
1.96 1.125 1.105 1.092 1.067 1.004

Òàáëèöà 2

Â òàáëèöå 2 ïðèâåäåíû äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ γ ∈ (0.193, 1.96)
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è ν çíà÷åíèÿ ôóíêöèè (β2
y)cr. = β2

y(n, γ, ν) ïðè n = 1� ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

K3 =
(√

β2
y + 1− ν

)2√√
β2
y − 1 sh

(
πnγ

√√
β2
y + 1

)
cos

(
πnγ

√√
β2
y − 1

)
−

−
(√

β2
y − 1 + ν

)2√√
β2
y + 1 ch

(
πnγ

√√
β2
y + 1

)
sin

(
πnγ

√√
β2
y − 1

)
= 0

â èíòåðâàëå β2
y > 1, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå [17].

Íåîáòåêàåìàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ïëàñòèíêà óìåðåííûõ ðàçìåðîâ γ ∈ (0.193, 1.96)
äëÿ âñåõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ν ïðè óñëîâèè β2

y ≥ (β2
y)cr.(òàáë.2)

òåðÿåò ñòàòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü â âèäå íåóñòîé÷èâîñòè ïàíåëè: ëîêàëèçîâàííàÿ
íåóñòîé÷èâîñòü îòñóòñòâóåò [17].

Â ðàáîòå [17] ñ ïîìîùüþ ãðàôîàíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèé ïîêàçà-
íî, ÷òî â äîïóñòèìîì èíòåðâàëå çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñêîðîñòè q ∈ (q0,∞) (2.5)
õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (2.2) èìååò äâà äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ r1 ∈ R1,
r2 ∈ R1 è ïàðó êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûõ êîðíåé r3,4 ∈ W ñ ïîëîæèòåëüíîé âåùå-
ñòâåííîé ÷àñòüþ, êîòîðûå ëåãêî íàõîäÿòñÿ, êàê ðåøåíèÿ êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé
� ñîìíîæèòåëåé ñîîòíîøåíèÿ (2.3):

r1,2 = −0.5
√
2(q + 1)±

√√
q2 − 1 + β2

y − 0.5(q − 1) (2.7)

r3,4 = 0.5
√
2(q + 1)± i

√√
q2 − 1 + β2

y + 0.5(q − 1) (2.8)

Ïðè ýòîì, èìååì [17]:

r1 < 0, r2 < 0, êîãäà β2
y ∈ [0, 1), q ∈

(
(−1 + 2

√
4− 3β2

y)/3,∞
)

(2.9)

r1 < 0, r2 = 0, êîãäà β2
y = 1, q ∈ (1/3,∞) (2.10)

r1 < 0, r2 > 0, êîãäà β2
y ∈ (1, 4/3], q ∈

(
(−1 + 2

√
4− 3β2

y)/3,∞
)
è (2.11)

β2
y > 4/3, q ∈ (1,∞)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îáùåå ðåøåíèå (2.1) äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.1),
çàïèøåòñÿ â âèäå äâîéíîãî ðÿäà:

w(x, y, t) =

∞∑
n=1

4∑
k=1

Cnk exp(µnrkx+ λt) sin(µny), µn = πnb−1 (2.12)

Cnk � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå; n � ÷èñëî ïîëóâîëí âäîëü ñòîðîíû ïëàñòèí-
êè b ; rk ,k = 1, 4 � êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (2.2), îïðåäåëÿåìûå
âûðàæåíèÿìè (2.7) è (2.8).

Ó÷èòûâàÿ îáîçíà÷åíèÿ (2.2), èç ñîîòíîøåíèÿ (2.4) íàõîäèì ÿâíûé âèä çàâè-
ñèìîñòè ñêîðîñòè ïîòîêà ãàçà V îò ïàðàìåòðîâ q, n, γ, β2

y è ν ñèñòåìû ¾ïëàñòèí-
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êà�ïîòîê¿:

V (q, n, γ, β2
y , ν) = 2

√
2(q + 1)

(
q2 − 1 + β2

y

)
· π3n3γ3D

(
a0ρ0a

3
)−1

, (2.13)

q ∈ (q0,∞) (òàáë.1), β2
y ≤ (β2

y)cr. (òàáë.2) è γ ∈ (0.193, 1.96).

Â ñèëó óñëîâèÿ (1.5), îòñþäà, î÷åâèäíî, ñëåäóåò, ÷òî

V (q, n, γ, β2
y , ν) ∈

(
V (q0, n, γ, β

2
y , ν), a0M2 cosm

)
⊆ (a0M0, a0M2 cosm) (2.14)

êîãäà V (q, n, γ, β2
y , ν) ≥ a0M0, è

V (q, n, γ, β2
y , ν) ∈ (a0M0, a0M2 cosm), êîãäà V (q0, n, γ, β

2
y , ν) < a0M0. (2.15)

Òîãäà, ñîãëàñíî ôîðìóëå öèëèíäðè÷åñêîé æ¼ñòêîñòè D =
E(2h)3

12(1− ν2)
, äîïó-

ñòèìûå èíòåðâàëû çíà÷åíèé ïðèâåä¼ííîé ñêîðîñòè V (q, n, γ, β2
y , ν)D

−1a0ρ0a
3 ïðè

V (q0, n, γ, β
2
y , ν) ≥ a0M0, è ïðè V (q0, n, γ, β

2
y , ν) < a0M0 ñîîòâåòñòâåííî áóäóò âè-

äà:

V (q, n, γ, β2
y , ν)D

−1(a0ρ0a
3) ∈ (V (q0, n, γ, β

2
y , ν)D

−1(a0ρ0a
3), a0M2cosmΨ) ⊆

⊆ (a0M0Ψ, a0M2cosmΨ);

(2.16)

V (q, n, γ, β2
y , ν)D

−1(a0ρ0a
3) ∈ (a0M0Ψ, a0M2 cosmΨ) (2.17)

ãäå

Ψ = 12(1− ν2)a0ρ0E
−1(2ha−1)−3, M0 =

√
2, M2 cosm ≈ 33.85. (2.18)

Èç ñîîòíîøåíèé (2.16)�(2.18) âèäíî, ÷òî äëèíû d(ν, 2ha−1) ≤ a0(M2 cosm −
M0)Ψ äîïóñòèìûõ èíòåðâàëîâ (2.16) è (2.17) ÿâëÿþòñÿ óáûâàþùèìè ôóíêöè-
ÿìè êàê îò îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû ïëàñòèíêè 2ha−1, òàê è îò êîýôôèöèåíòà
Ïóàññîíà ν, ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Äëÿ
ñòàëüíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèíîê óìåðåííûõ ðàçìåðîâ γ ∈ (0.193, 1.96) ïîä-
ñ÷èòàííûå èíòåðâàëû äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïðèâåä¼ííûõ ñêîðîñòåé ïîòîêà ãàçà
V D−1(a0ρ0a

3) äàíû â òàáëèöå 3.

Êàê ñëåäóåò èç äàííûõ òàáëèöû 3, ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà 2ha−1 äëèíû d(ν, 2ha−1)
äîïóñòèìûõ èíòåðâàëîâ óìåíüøàþòñÿ ïðèìåðíî â 15.6 ðàç ïðè âñåõ ôèêñèðîâàí-
íûõ çíà÷åíèÿõ ν , à ñ ðîñòîì êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ν� óìåíüøàþòñÿ â 1.32
ðàçà ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòða 2ha−1.

40



2ha−1
ν

0.125 0.25 0.3 0.375 0.5

0.006
(54.81, (52.03, (50.52, (47.70, (41.63,
1311.78) 1245.27) 1208.98) 1141.58) 996.35)

0.010
(11.84, (11.24, (10.91, (10.30, (8.99,
283.45) 269.09) 261.25) 246.70) 215.32)

0.012
(6.85, (6.50, (6.32, (5.96, (5.20,
164.01) 155.72) 151.20) 142.69) 124.60)

0.015
(3.51, (3.33, (3.23, (3.05, (2.67,
84.04) 79.73) 77.33) 73.10) 63.81)

Òàáëèöà 3

3 Äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå

Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ äèñïåðñèîííûõ óðàâíåíèé � äîñòàòî÷íûõ ïðèçíàêîâ ïî-
òåðè óñòîé÷èâîñòè âîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ¾ïëàñòèíêà-
ïîòîê¿ (1.1) � (1.4). Ïîäñòàâëÿÿ îáùåå ðåøåíèå (2.12) äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ (1.1) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (1.2) � (1.4), ïîëó÷àåì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíûõ ïî-
ñòîÿííûõ Cnk. Ïðèðàâíåííûé íóëþ îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé � õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü � ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé îïèñûâàåòñÿ
áèêâàäðàòíûì óðàâíåíèåì âèäà:

χnδnA0λ
4 + (χnA1 + δnA2)λ

2 +A3 = 0, (3.1)

ãäå
δn = mcD

−1b3(πn)−3, χn = IcD
−1b(πn)−1, δn > 0, χn > 0, (3.2)

ïðèâåä¼ííûå çíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ñîñðåäîòî÷åííûõ èíåðöèîííûõ ìàññ mc

è ìîìåíòîâ ïîâîðîòà Ic, ïðèëîæåííûõ âäîëü ñâîáîäíîãî êðàÿ x = 0 ïëàñòèíêè;

A0 = A0(q, n, γ, β
2
y) =

√
2(q + 1)

(
1− e−2

√
2(q+1)πnγ

)
B1B2−

− 2B2

(
q + 1 +

√
q2 − 1 + β2

y

)
e−

√
2(q+1)πnγ sh(πnγB1) cos(πnγB2)−

− 2B1

(
q + 1−

√
q2 − 1 + β2

y

)
e−

√
2(q+1)πnγ ch(πnγB1) sin(πnγB2);

(3.3)
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A1 = A1(q, n, γ, β
2
y) = 2(q + 1)×

×
[
(q −

√
q2 − 1 + β2

y) + (q +
√

q2 − 1 + β2
y)e

−2
√

2(q+1)πnγ
]
B1B2+

+ 2B2

[√
2(q + 1)(q2 − 1 + β2

y)

(
q + 1 +

√(
q2 − 1 + β2

y

))
sh(πnγB1)+

+ 2B1((2q − 1)(q + 1) + β2
y) ch(πnγB1)

]
cos(πnγB2)e

−
√

2(q+1)πnγ+

+ 2
[
B1

√
2(q + 1)(q2 − 1 + β2

y)(q + 1−
√
(q2 − 1 + β2

y) ch(πnγB1)+

+(q + 1)(q − 1 + β2
y) sh(πnγB1)

]
sin(πnγB2)e

−
√

2(q+1)πnγ

(3.4)

A2 = A2

(
q, n, γ, β2

y

)
= 2 (q + 1)

(
1 + e−2

√
2(q+1)πnγ

)
B1B2−

− 4 (q + 1)B1B2 ch (πnγB1) cos (πnγB1) e
−
√

2(q+1)πnγ+

+ 2
(
3
(
q2 − 1

)
+ 2β2

y

)
sh (πnγB1) sin (πnγB1) e

−
√

2(q+1)πnγ ;

(3.5)

A3 = A3(q, n, γ, ν, β
2
y) =

=
√
2(q + 1)

{(
q + 1−

√
q2 − 1 + β2

y

)2
− 2(q + 1)ν − (1− ν)2

}
B1B2−

−
√
2(q + 1)

{(
q + 1 +

√
q2 − 1 + β2

y

)2
− 2(q + 1)ν − (1− ν)2

}
B1B2×

× e−2
√

2(q+1)πnγ + 2
{[

(4q2 + 2q − 1)
√

q2 − 1 + β2
y − (2q2 − 4q + 1)(q + 1)−

−
(
q − 1−

√
q2 − 1 + β2

y

)
β2
y − 2

(
(2q − 1)(q + 1)− q

√
q2 − 1 + β2

y + β2
y

)
ν+

+
(
q + 1 +

√
q2 − 1 + β2

y

)
ν2
]
sh(πnγB1) + 2

√
2(q + 1)(q2 − 1 + β2

y)(q + 1)B1×

× ch(πnγB1)}B2 cos(πnγB2)e
−
√

2(q+1)πnγ+

+ 2
{
−B1

[
(4q2 + 2q − 1)

√
q2 − 1 + β2

y + (2q2 − 4q + 1)(q + 1)+

+ (q − 1 +
√
q2 − 1 + β2

y)β
2
y + 2((2q − 1)(q + 1) + q

√
q2 − 1 + β2

y + β2
y)ν−

−(q + 1−
√
q2 − 1 + β2

y)ν
2
]
ch(πnγB1)−

√
2(q + 1)(3(q2 − 1) + 2β2

y)×

×
√
q2 − 1 + β2

y sh(πnγB1)
}
sin(πnγB2)e

−
√

2(q+1)πnγ = 0

(3.6)

B1 =

√√
q2 − 1 + β2

y − 0.5(q − 1), B2 =

√√
q2 − 1 + β2

y + 0.5(q − 1) (3.7)
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Ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ñêîðîñòè q ∈ (q0,∞) (2.5), êîýôôè-
öèåíòà íàïðÿæåíèÿ β2

y < (β2
y)cr. (òàáë. 2) è n ≥ 1 äëÿ γ ∈ (0.193, 1.9) î÷åâèäíî,

÷òî B1 = B1(q, β
2
y) > 0 è B2 = B2(q, β

2
y) > 0 , îòêóäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü

íåðàâåíñòâ:

A0 = A0(q, n, γ, β
2
y) > 0, A2 = A2(q, n, γ, β

2
y) > 0 (3.8)

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèå

kn = χnδ
1
n (3.9)

õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü (3.1), â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèÿìè (3.2) è (3.8),
ïåðåïèøåì â âèäå

λ4 + (knA1 +A2)χ
−1
n A−1

0 λ2 + χ−1
n δ−1

n A−1
0 A3 = 0, δn > 0, χn > 0, kn > 0 (3.10)

Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè íåâîçìóù¼ííîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ äèíàìè÷åñêîé ñè-
ñòåìû ¾ïëàñòèíêà-ïîòîê¿ (1.1) � (1.4) ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ïîâåäåíèÿ êîðíåé
λk õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿ (3.10), îïðåäåëÿþùèõ ñîáñòâåííûå äâèæå-
íèÿ ñèñòåìû â ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ = =

{
q(V ), n, γ, ν, β2

y , kn
}

- ïàðàìåòðîâ, îêàçûâàþùèõ íàèáîëåå çíà÷èìîå âëèÿíèå íà äèíàìè÷åñêîå ïîâå-
äåíèå ñèñòåìû. Çíà÷åíèÿ îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû � íåñóùåñòâåííûõ¿ �
ïðèíèìàþòñÿ ôèêñèðîâàííûìè.

4 Ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû íà

îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè

Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå â ïðîñòðàíñòâå = ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû ¾ïëàñòèíêà�ïî-
òîê¿ îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè =0 è îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè =1,=2,=3. Â îáëàñòè =0

âñå λk óðàâíåíèÿ (3.10) íàõîäÿòñÿ â ëåâîé ÷àñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè (Reλ <
0); â îáëàñòÿõ =1,=2 è =3, ñîîòâåòñòâåííî, ëèáî ñðåäè êîðíåé λk èìååòñÿ îäèí
ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü, ëèáî èìåþòñÿ äâà ïîëîæèòåëüíûõ êîðíÿ, ëèáî èìååòñÿ
ïàðà êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûõ êîðíåé ñ ïîëîæèòåëüíîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ.
ßñíî, ÷òî âîçìóù¼ííîå äâèæåíèå ñèñòåìû â îáëàñòè =0 óñòîé÷èâî, à â îáëàñòÿõ
=1,=2,=3 � íåóñòîé÷èâî. ßñíî, ÷òî îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè =0 ∈ = áóäåò îïðåäå-
ëÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

knA1 +A2 > 0, A3 > 0, ∆ > 0 (4.1)

a îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè =l, l = 1, 3 � ñîîòíîøåíèÿìè:

=1 : knA1 +A2 > 0, A3 < 0,∆ > 0 è knA1 +A2 < 0, A3 < 0,∆ > 0 (4.2)

=2 : knA1 +A2 < 0, A3 > 0,∆ > 0 (4.3)

=3 : knA1 +A2 > 0, A3 > 0,∆ < 0 è knA1 +A2 < 0, A3 > 0,∆ < 0 (4.4)
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Çäåñü ∆ � äèñêðèìèíàíò õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿ (3.10):

∆ = ∆(n, γ, ν, βy, kn) = (knA1 +A2)
2 − 4knA0A3. (4.5)

Î÷åâèäíî, ÷òî â îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè =0, îïðåäåëÿåìîé óñëîâèÿìè (4.1), óðàâ-
íåíèå (3.10) èìååò äâå ïàðû ÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé λ1,2 = ±iω1, λ3,4 = ±iω2.
Ïðè ýòîì îáòåêàåìàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ïëàñòèíêà ñîâåðøàåò ãàðìîíè÷åñêèå êîëå-
áàíèÿ îêîëî íåâîçìóù¼ííîãî ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ. Â îáëàñòè =1, îïðåäåëÿå-
ìîé óñëîâèÿìè (4.2), õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü (3.10) èìååò äâà äåéñòâè-
òåëüíûõ êîðíÿ λ1 < 0, λ2 > 0 è äâà ÷èñòî ìíèìûõ λ3,4 = ±iω (èç äâóõ ñîáñòâåí-
íûõ äâèæåíèé ïëàñòèíêè, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ1 è λ2, îä-
íî çàòóõàåò, à äðóãîå íåîãðàíè÷åííî îòêëîíÿåòñÿ ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó).
Â ñèëó ýòîãî, ïðîãèáû ïëàñòèíêè áóäóò âîçðàñòàòü âî âðåìåíè ïî ýêñïîíåíöè-
àëüíîìó çàêîíó: â îáëàñòè =1 èìååò ìåñòî äèâåðãåíöèÿ ïàíåëè.

Â îáëàñòè =2, îïðåäåëÿåìîé óñëîâèÿìè (4.3), óðàâíåíèå (3.10) èìååò ÷åòûðå
äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ λi, ïî äâà îòðèöàòåëüíûõ λ1 < 0, λ2 < 0 è ïîëîæèòåëüíûõ
λ3 > 0, λ4 > 0: èç ÷åòûð¼õ ñîáñòâåííûõ äâèæåíèé ïëàñòèíêè äâà çàòóõàþò,
à îñòàëüíûå äâà íåîãðàíè÷åííî îòêëîíÿþòñÿ ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó. Òåì
ñàìûì, âîçìóù¼ííîå äâèæåíèå ñèñòåìû â îáëàñòè =2 òàê æå, êàê è â =1 , ÿâëÿåòñÿ
ñòàòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûì: èìååò ìåñòî äèâåðãåíöèÿ ïàíåëè. Îäíàêî, â îòëè÷èå
îò îáëàñòè=1 , â îáëàñòè =2 ÿâëåíèå äèâåðãåíöèè áîëåå ÿðêî âûðàæåíî.

Â îáëàñòè =3, îïðåäåëÿåìîé óñëîâèÿìè (4.4), õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå
(3.10) èìååò, ïî êðàéíåé ìåðå, äâà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ êîðíÿ ñ ïîëîæè-
òåëüíîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ. Ñëåäîâàòåëüíî, âîçìóù¼ííîå äâèæåíèå ñèñòåìû
òåðÿåò äèíàìè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü: èìååò ìåñòî ïàíåëüíûé ôëàòòåð. Ïëàñòèíêà
ñîâåðøàåò ôëàòòåðíûå êîëåáàíèÿ � êîëåáàíèÿ ïî íàðàñòàþùåé àìïëèòóäå.

Ãðàíèöàìè îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè =0 âîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ ñèñòåìû ¾ïëàñ-
òèíêà- ïîòîê¿ â ïðîñòðàíñòâå å¼ ïàðàìåòðîâ = ïðè óñëîâèè knA1 +A2 > 0 ÿâëÿ-
þòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòè [12, 15]:

A3 = 0 (4.6)

∆ = 0 (4.7)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (3.10) íà ãèïåðïîâåðõíîñòè (4.6) èìååò îäèí
íóëåâîé êîðåíü λ0 = 0 êðàòíîñòè 2, à íà ãèïåðïîâåðõíîñòè (4.7) � ïàðó ÷èñòî
ìíèìûõ êîðíåé λ1,2 = ±iω.

Íà ãðàíèöå (4.6) îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè =0 ïðè óñëîâèè knA1+A2 > 0 è ∆ > 0
âîçìóù¼ííîe äâèæåíèe ñèñòåìû ¾ïëàñòèíêà-ïîòîê¿ òåðÿåò ñòàòè÷åñêóþ óñòîé-
÷èâîñòü â âèäå äèâåðãåíöèè ïàíåëè ïðè ñêîðîñòÿõ ïîòîêà ãàçà V ≥ Vcr.div. Êðè-
òè÷åñêèå ñêîðîñòè äèâåðãåíöèè ïàíåëè Vcr.div. , ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðâîìó êîðíþ
q
(1)
cr.div. ∈ (q0,∞) óðàâíåíèÿ (4.6) è ïîäñ÷èòàííûå ïî ôîðìóëå (2.13), ðàçãðàíè÷è-
âàþò îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè =0 è ñòàòè÷åñêîé (äèâåðãåíòíîé) íåóñòîé÷èâîñòè =1

âîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíêè. Ïðè ñêîðîñòÿõ V ≥ Vcr.div.

ïîòîêà ãàçà ïðîèñõîäèò ¾ìÿãêèé ïåðåõîä¿ ÷åðåç òî÷êó λ0 = 0 â ïðàâóþ ÷àñòü
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λk, âûçûâàþùèé ïëàâíîå èçìåíå-
íèå õàðàêòåðà âîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ ñèñòåìû îò óñòîé÷èâîñòè ê ñòàòè÷åñêîé
íåóñòîé÷èâîñòè â âèäå äèâåðãåíöèè ïàíåëè. Ýòî ïðèâîäèò ê ñîîòâåòñòâóþùåìó
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èçìåíåíèþ äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñæàòîé ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíêè â ïîòîêå
ãàçà: â ïëàñòèíêå âîçíèêàþò äîïîëíèòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ, ïðèâîäÿùèå ê èçìåíå-
íèþ å¼ ïëîñêîé ôîðìû ðàâíîâåñèÿ: ïëàñòèíêà ¾âûïó÷èâàåòñÿ¿ ñ îãðàíè÷åííîé
ñêîðîñòüþ ¾âûïó÷èâàíèÿ¿. Tàê êàê ìîíîòîííîå ¾âûïó÷èâàíèå¿ ïëàñòèíêè íå
èìååò êîëåáàòåëüíîãî õàðàêòåðà, òî ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê êâàçèñòàòè÷å-
ñêèé ïðîöåññ � äèâåðãåíöèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (4.6) òîæäåñòâåííî äèñïåðñèîííîìó óðàâíåíèþ, ïîëó-
÷åííîìó â ðàáîòå [17] ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè îáòåêàåìîé ñæàòîé
ïàíåëè â ñòàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ýéëåðà.

Íà ãðàíèöå (4.7) îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè =0 ïðè óñëîâèè knA1+A2 > 0, A3 > 0,
à òàê æå, íà ãðàíèöå (4.7) îáëàñòè äèâåðãåíòíîé íåóñòîé÷èâîñòè =2 ïðè óñëîâèè
knA1 + A2 < 0, A3 > 0 , âîçìóù¼ííîå äâèæåíèå ñèñòåìû ïðè ñêîðîñòÿõ ïîòîêà
ãàçà V ≥ Vcr.fl. òåðÿåò äèíàìè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü â âèäå ïàíåëüíîãî ôëàòòåðà.

Êðèòè÷åñêèå ñêîðîñòè ïàíåëüíîãî ôëàòòåðà Vcr.fl. , ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðâî-

ìó êîðíþ q
(1)
cr.fl. ∈ (q0,∞) óðàâíåíèÿ (4.7) è ïîäñ÷èòàííûå ïî ôîðìóëå (2.13), â

çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû γ, β2
y , kn ïðè óñëîâèè knA1+A2 > 0

ðàçãðàíè÷èâàþò îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè =0 è =3, èëè îáëàñòè =2 è =3. Â îáîèõ
ñëó÷àÿõ ïðè çíà÷åíèÿõ ñêîðîñòåé ïîòîêà ãàçà V ≥ Vcr.fl. ïðîèñõîäèò ¾ìÿãêèé¿
(ïëàâíûé) ïåðåõîä ê ôëàòòåðíûì êîëåáàíèÿì � ê êîëåáàíèÿì ïî íàðàñòàþùåé
àìïëèòóäå.

Îäíàêî, â ïåðâîì ñëó÷àå ïëîñêàÿ ïî ôîðìå ïëàñòèíêà íà÷èíàåò ñîâåðøàòü
ôëàòòåðíûå êîëåáàíèÿ îòíîñèòåëüíî ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ, à âî âòîðîì ñëó÷àå
� ¾âûïó÷åííàÿ¿ (èçîãíóòàÿ) ïëàñòèíêà. Ñîîòâåòñòâåííî, ïåðåõîäû =0 → =3 è
=2 → =3 îïðåäåëÿþò ¾îïàñíûå ãðàíèöû¿ îáëàñòåé =0 è =2 [12, 15].

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè (4.1) � (4.5) î÷åâèä-
íî, ÷òî ïðè kn = 0 � ïðè îòñóòñòâèè ìîìåíòà ïîâîðîòà Ic íà ñâîáîäíîì êðàå
ïëàñòèíêè x = 0 âîçìóù¼ííîå äâèæåíèå ñèñòåìû òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü òîëüêî â
âèäå äèâåðãåíöèè ïàíåëè, êàê è â ñëó÷àå ñèñòåìû ïðè íåíàãðóæåííîé ïàíåëè
(β2

y = 0)[15]: ïàíåëüíûé ôëàòòåð îòñóòñòâóåò.
Òàêèì îáðàçîì, êðèòè÷åñêèå ñêîðîñòè äèâåðãåíöèè ïàíåëè ôëàòòåðà Vcr.div.è

ïàíåëüíîãî Vcr.fl., ñîîòâåòñòâóþùèå êîðíÿì qcr.div. è qcr.fl. óðàâíåíèé (4.6) è (4.7)
ñîîòâåòñòâåííî, îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëe (2.13) ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ. Ïðè
ñêîðîñòÿõ ïîòîêà V ≥ Vcr.div.è V ≥ Vcr.fl. ïðîèñõîäèò ¾ìÿãêèé¿ ïåðåõîä âîçìó-
ù¼ííîãî äâèæåíèÿ ñèñòåìû ¾ïëàñòèíêà�ïîòîê¿, ñîîòâåòñòâåííî, îò óñòîé÷èâîñòè
ê íåóñòîé÷èâîñòè â âèäå äèâåðãåíöèè ïàíåëè è îò óñòîé÷èâîñòè èëè îò ñîñòîÿíèÿ
äèâåðãåíöèè ïàíåëè � ê ïàíåëüíîìó ôëàòòåðó.

5 ×èñëåííûé àíàëèç

Â äàííîé ðàáîòå ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ãðàôî�àíàëèòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî àíà-
ëèçà ñòðîèëèñü ñåìåéñòâà êðèâûõ

{
q(n, γ, ν, β2

y , kn)
}

∈ = , ïàðàìåòðèçîâàííûõ
íàäëåæàùèì îáðàçîì â ïðîñòðàíñòâå = . Ðàçìåð ñòàòüè íå ïîçâîëÿåò ïðèâåñòè
ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîëíîñòüþ. Ïîýòîìó, îãðàíè÷èìñÿ èëëþñòðàöèÿìè òè-
ïè÷íûõ ñëó÷àåâ, âûäåëÿÿ íàèáîëåå ïðåäñòàâèòåëüíûå èç ýòîãî ñåìåéñòâà êðè-
âûõ. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû, ïðîâåä¼ííûå äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ÷èñëà ïîëóâîëí
n , ïîêàçàëè, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû

45



íàèìåíüøèå çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêèõ ñêîðîñòåé äèâåðãåíöèè è ôëàòòåðà ñîîòâåò-
ñòâóþò çíà÷åíèþ n = 1 .

Â òàáëèöàõ 4 � 19 ïðåäñòàâëåíû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ èñõîäíîé çà-
äà÷è óñòîé÷èâîñòè âîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ ñèñòåìû ¾ïëàñòèíêà�ïîòîê¿ (1.1) �
(1.4), õàðàêòåðèçóþùèå íàèáîëåå ïðåäñòàâèòåëüíûå ñëó÷àè çàâèñèìîñòè ïðèâå-
ä¼ííûõ êðèòè÷åñêèõ ñêîðîñòåé äèâåðãåíöèè è ôëàòòåðà îò ñóùåñòâåííûõ ïàðà-
ìåòðîâ ñèñòåìû, ïðèìåíèòåëüíî ê èíòåðâàëó ñâåðõ� è ãèïåðçâóêîâûõ ñêîðîñòåé
(1.5).

Êàê îêàçàëîñü, êà÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè ïîâåäåíèÿ âîçìóù¼ííîãî äâè-
æåíèÿ ñèñòåìû ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà γ ∈ (0.193, 1.96) . Òåì íå ìåíåå,
ìîæíî âûäåëèòü òðè èíòåðâàëà çíà÷åíèé γ : (0.193, 0.33), [0.33, 0.74) è [0.74, 1.96)
, â êîòîðûõ ïîâåäåíèå âîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ ñèñòåìû ìîæíî ïðèíÿòü, ïðèìåð-
íî, îäèíàêîâûì.

Äëÿ íàãëÿäíîé èëëþñòðàöèè äèíàìèêè èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ¾ïëà-
ñòèíêà � ïîòîê¿ â óêàçàííûõ èíòåðâàëàõ, ñîñòàâèì öåïî÷êè ïåðåõîäîâ ñîñòîÿíèé
ñèñòåìû èç îáëàñòè =l ∈ = â îáëàñòü =k ∈ =, îñíîâûâàÿñü íà àíàëèçå ÷èñëåííûõ
ðåçóëüòàòîâ, ïðèìåíèòåëüíî ê èíòåðâàëó ñâåðõçâóêîâûõ ñêîðîñòåé (1.5). Â ÷àñò-
íîñòè, ïðè ñîñòàâëåíèè öåïî÷åê ïåðåõîäîâ äëÿ ñòàëüíûõ ïëàñòèíîê ó÷èòûâàëèñü
èíòåðâàëû äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïðèâåä¼ííûõ ñêîðîñòåé ïîòîêà ãàçà, çàâèñÿùèõ
îò îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû ïëàñòèíêè 2ha−1 è êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ν [17, 18].
Â äàííîé ñòàòüå ïðèâîäèòñÿ ëèøü ÷àñòü ýòèõ äàííûõ (òàáë. 3).

5.1 Ñëó÷àé γ ∈ (0.193, 0.33)

Èññëåäóåì ïîâåäåíèå âîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ ñèñòåìû ïðè γ ∈ (0.193, 0.33)
Â ýòîì ñëó÷àå ñâåðõçâóêîâîå îáòåêàíèå ïðèâîäèò ê ðåçêîìó ¾ñêà÷êîîáðàçíîìó
ïàäåíèþ¿ êðèòè÷åñêîãî êîýôôèöèåíòà íàïðÿæåíèÿ

(
β2
y

)
cr

(òàáë.2): âîçìóù¼í-

íîå äâèæåíèå ñèñòåìû âáëèçè a0
√
2 � íà÷àëà èíòåðâàëà ñâåðõçâóêîâûõ ñêîðî-

ñòåé (1.5) � òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü â âèäå äèâåðãåíöèè ïàíåëè (îáëàñòü =1), êàê
è â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî óäëèí¼ííûõ ïëàñòèíîê (γ ≤ 0.193) [15, 18]. Åñëè ýòî ñî-

ñòîÿíèå óäà¼òñÿ ïåðåéòè, òî â äàëüíåéøåì, â ïðåäïîëîæåíèè β2
y ∈

(
0,
(
β2
y

)
cr

)
(òàáë. 2), ïðè ñêîðîñòÿõ ïîòîêà ãàçà V ≥ V0 > a0

√
2 (òàáë. 4) è V ≥ V ∗

0 > a0
√
2

(òàáë.5), ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿì 0 ≤ k1 < 0.3 è k1 ≥ 0.3 ñîîòâåòñòâåííî,
âîçìóù¼ííîå äâèæåíèå ñèñòåìû ñòàíîâèòñÿ óñòîé÷èâûì. Öåïî÷êè ïåðåõîäîâ ñî-
ñòîÿíèé ñèñòåìû, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñòàëüíûõ ïëàñòèíîê îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû
(2ha−1) ∈ [0.006, 0.015], áóäóò èìåòü ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

=1
V0−→ =0

Vcrdiv−→ =1, k = 0 (5.1)

=1
V0−→ =0

Vcrfl−→ =3
V∗

0−→ =0
Vcrdiv−→ =1, k ∈ (0, 0.3) (5.2)

=1
V2−→ =2

Vcrfl−→ =3
V∗

0−→ =0
Vcrdiv−→ =1, k ≥ 0.3 (5.3)

Îòìåòèì äâå îñîáåííîñòè, ñâîéñòâåííûå ýòîìó ñëó÷àþ:
1) â èíòåðâàëå k1 ∈ (0, 0.3) èìååò ìåñòî ïåðåõîä =0 → =3, a â èíòåðâàëå
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k1 ∈ (0.3,∞) � ïåðåõîä =2 → =3:

V0(γ, ν, β
2
y) = V2(γ, ν, β

2
y), γ ∈ (0.193, 0.33), ν, β2

y ≥ (β2
y)cr (5.4)

2) Vcr.fl. < Vcr.div., k1 ∈ (0, 0.3) è V2 < Vcr.fl. < Vcr.div., k1 ∈ (0.3,∞) (5.5)

Ïîäðîáíåå îáñóäèì ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû äëÿ γ = 0.3 , ïðèâåä¼ííûå â òàáëè-
öàõ 4 � 11. Äàííûå òàáëèö 4 � 8 è 11 ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì ν: 0.125; 0.25; 0.3;
0.375 è 0.5 ñîîòâåòñòâåííî ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ.

β2
y 0 0.3 0.5 0.8 1.0 1.21 2.25

V0D
−1
(
a0ρ0a

3
) 88.203 89.830 90.982 93.020 94.303 95.629 102.11

89.786 91.389 92.667 94.862 95.830 97.553 102.73
è 90.435 92.331 93.151 95.638 96.128 98.342 103.36

V2D
−1
(
a0ρ0a

3
) 91.422 93.198 94.363 96.767 97.228 99.542 105.23

93.111 94.776 96.160 98.700 98.579 101.60 107.75

Òàáëèöà 4

β2
y 0 0.3 0.5 0.8 1.0 1.21 2.25

V ∗
0 D

−1
(
a0ρ0a

3
) 242.68 238.45 235.04 229.55 226.35 222.69 199.68

237.54 231.81 228.82 224.68 219.89 215.46 185.85
ïðè 235.07 229.75 226.54 220.64 216.68 211.96 176.82

k1 ∈ (0, 0.3)
231.79 226.17 222.50 216.63 211.91 206.43 -
226.09 219.70 215.75 208.68 204.02 197.06 -

Òàáëèöà 5

β2
y

k1 0.3 0.5 0.8 1 5 10 20 200

0

296.69 292.38 279.57 269.87 214.82 200.93 191.32 176.17
292.26 287.97 276.82 266.14 213.70 200.30 191.02 176.17
288.73 286.10 275.26 264.43 213.22 200.99 190.86 176.17
286.97 283.59 272.01 262.72 212.59 199.68 190.56 176.17
280.23 278.36 268.39 259.32 211.63 199.05 190.18 176.17

2.25

278.79 275.32 264.67 254.82 209.09 197.36 189.66 175.90
271.01 270.14 261.28 252.29 207.51 196.74 189.08 175.90
269.28 268.08 258.46 249.77 206.72 196.58 188.90 175.90
265.00 265.00 256.12 248.10 205.93 195.81 187.83 175.90
258.20 259.89 251.74 244.76 205.15 195.04 187.38 175.90

Òàáëèöà 6: Çíà÷åíèÿ V ∗
0 D

−1
(
a0ρ0a

3
)
= V ∗

0

(
γ, ν, β2

y , k1
)
ïðè k1 ≥ 0.3.

Ïðèâåä¼ííàÿ êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü óñòîé÷èâîñòè V0D
−1
(
a0ρ0a

3
)
, à òàêæå,

ðàâíàÿ åé ñêîðîñòü äèâåðãåíöèè ïàíåëè V2D
−1
(
a0ρ0a

3
)
ñîãëàñíî (5.4), âîçðàñòà-
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þò ñ ðîñòîì ïàðàìåòðîâ γ ,β2
y è áîëüøå â ïëàñòèíàõ èç ìàòåðèàëîâ ñ áîëüøèì êî-

ýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà ν (òàáë. 4). Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâîíà÷àëüíîå íàïðÿæ¼ííîå
ñîñòîÿíèå â äàííîì ñëó÷àå ïðèâîäèò ê äåñòàáèëèçàöèè, â ñðàâíåíèè ñ íåíàãðó-
æåííîé ïàíåëüþ

(
β2
y = 0

)
[15]. Ïðèâåä¼ííàÿ êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü óñòîé÷èâîñòè

V ∗
0 D

−1
(
a0ρ0a

3
)
, çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ γ ,β2

y , ν è k1 > 0: óáûâàåò ñ ðîñòîì β2
y è

ν; â èíòåðâàëå k1 ∈ (0, 0.3) îò k1 çàâèñèò íåîùóòèìî ìàëî, à â èíòåðâëå k1 ≥ 0.3
óáûâàåò ñ ðîñòîì k1, ïðèìåðíî, â 1.7 ðàç (òàáë. 5 è 6); ñ ðîñòîì γ â èíòåðâàëå
k1 ∈ (0, 0.3) óáûâàåò, à â èíòåðâàëå k1 ≥ 0.3 � âîçðàñòàåò.

β2
y 0 0.3 0.5 0.8 1.0 1.21 2.25

VcrdivD
−1
(
a0ρ0a

3
) 491.03 494.25 496.39 498.45 500.72 502.87 513.71

480.56 483.76 485.89 488.05 490.18 492.33 500.97
475.36 479.58 481.29 483.86 484.95 488.13 495.91
470.17 473.34 474.84 477.60 479.31 479.77 488.34
459.86 463.01 464.69 467.23 467.27 469.39 476.86

Òàáëèöà 7

β2
y 0 0.3 0.5 0.8 1.0 1.21 2.25

VcrflD
−1
(
a0ρ0a

3
) 106.97 110.25 112.25 116.23 118.91 121.61 140.86

109.51 113.08 115.74 120.15 122.86 125.58 150.65
k1 ∈ (0, 0.3) 110.66 114.37 117.04 121.47 124.12 128.26 159.22

(=0 → =3)
112.33 116.06 119.00 123.45 126.85 130.96 -
115.31 119.33 122.69 128.13 132.24 136.40 -

Òàáëèöà 8

k1

β2
y 0 0.3 0.5 0.8 1.0 1.21 2.25

0.3 90.44 92.19 93.51 95.63 96.37 98.35 105.36
0.5 93.33 95.26 96.55 98.51 99.81 101.13 107.37
0.8 99.45 102.04 103.36 104.71 106.05 107.39 113.23
1 104.44 105.93 107.14 108.55 109.71 111.21 116.72
5 133.69 134.74 135.63 136.25 136.98 138.19 141.55
10 143.21 144.42 144.62 145.63 146.32 146.81 149.38
20 150.53 151.68 151.74 152.45 152.97 153.36 155.63
200 163.40 163.64 163.96 164.23 164.51 164.82 166.26

Òàáëèöà 9: Çíà÷åíèÿ Vcr.fl.D
−1
(
a0ρ0a

3
)
ïðè k1 ≥ 0.3 (ïåðåõîä =2 → =3)

Ïðèâåä¼ííàÿ êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü äèâåðãåíöèè ïàíåëè Vcr.div.D
−1
(
a0ρ0a

3
)

çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ γ ,β2
y è ν: ñ ðîñòîì êîýôôèöèåíòà íàïðÿæåíèÿ β2

y âîçðàñ-
òàåò ïðèìåðíî íà 4%, ìåíüøå â ïëàñòèíêàõ èç ìàòåðèàëîâ ñ áîëüøèì êîýôôèöè-
åíòîì Ïóàññîíà ν (òàáë. 7). À ñ ðîñòîì γ ïðè ν < 0.25 � âîçðàñòàåò íåçíà÷èòåëüíî,
â îòëè÷èå îò îñòàëüíûõ ν, ïðè êîòîðûõ óáûâàåò.
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Ïðèâåä¼ííàÿ êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ôëàòòåðà ïàíåëè Vcr.fl.D
−1
(
a0ρ0a

3
)
çà-

âèñèò îò ïàðàìåòðîâ γ , ν,β2
y è k1.

Îäíàêî, ïðè ýòîì, â èíòåðâàëå k1 ∈ (0, 0.3) âëèÿíèå ïàðàìåòðà k1 íà ñêî-
ðîñòü ôëàòòåðà ïðåíåáðåæèìî ìàëî, â îòëè÷èå îò çíà÷åíèé â èíòåðâàëå k1 ≥ 0.3,
â êîòîðîì ñòàíîâèòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëûì âëèÿíèå êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ν
íà ñêîðîñòü ôëàòòåðà. Ïðè ýòîì, ïðè âñåõ k1 > 0 ïðèâåä¼ííàÿ êðèòè÷åñêàÿ ñêî-
ðîñòü ôëàòòåðà áîëüøå â ïëàñòèíêàõ èç ìàòåðèàëîâ ñ áîëüøèì êîýôôèöèåíòîì
Ïóàññîíà ν; ñ ðîñòîì êîýôôèöèåíòà íàïðÿæåíèÿ β2

y âîçðàñòàåò íå áîëåå 16%; ñ
ðîñòîì k1 âîçðàñòàåò ïðèìåðíî â 1.82 ðàçà; ñ ðîñòîì γ âîçðàñòàåò ïðèìåðíî 1.08
� 1.3 ðàçà (òàáë. 8 è 9) .

Èç ñîïîñòàâëåíèÿ äàííûõ òàáëèö 7 � 9 ñëåäóåò, ÷òî Vcr.fl.D
−1
(
a0ρ0a

3
)
ìåíüøå

Vcr.div.D
−1
(
a0ρ0a

3
)
â 3 � 3.6 ðàçà è áîëåå, à èç ñîïîñòàâëåíèÿ äàííûõ òàáëèöû 3

ñ äàííûìè òàáëèö 4 � 9 ñëåäóåò äîñòîâåðíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ (5.1) � (5.3).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé, ïîëó÷åííîé â ðàáîòå [18] â ïðåäïîëîæåíèè V0 ≤
a0
√
2 è V ∗

0 ≤ a0
√
2, ëåãêî ìîæíî íàéòè ìèíèìàëüíóþ îòíîñèòåëüíóþ òîëùèíó

ïëàñòèíêè
(
2ha−1

)
min

, ïðè êîòîðîé âîçìóù¼ííîå äâèæåíèå ñèñòåìû âáëèçè a0
√
2

ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ïðè âñåõ γ , ν,β2
y <

(
β2
y

)
cr.
è k1 ≥ 0,:

(
2ha−1

)
min

=
3

√
a0
√
2

(V0maxD−1(a0ρ0a3))
· (12(1− ν2)a0ρ0E−1), (5.6)

ãäå

(V0)maxD
−1
(
a0ρ0a

3
)
= max

β2
y

V0D
−1
(
a0ρ0a

3
)
, 0 ≤ k1 < 0.3 (òàáë. 4); (5.7)

(V0)maxD
−1
(
a0ρ0a

3
)
= max

β2
y

V ∗
0 D

−1
(
a0ρ0a

3
)
, k1 ≥ 0.3 (òàáë. 5 è 6). (5.8)

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ (5.7) è (5.8) â ôîðìóëó (5.6), ïîëó÷àåì, ñîîòâåòñòâåííî, çíà-
÷åíèÿ ìèíèìàëüíîé îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû

(
2ha−1

)
min

è
(
2ha−1

)∗
min

(òàáë. 10),
êîòîðûå, êàê îêàçàëîñü, çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà γ ∈ (0.193, 0.33) íåîùóòèìî ìàëî.

ν 0.125 0.25 0.3 0.375 0.5(
2ha−1

)
min

, 0 ≤ k1 < 0.3 0.00487 0.00477 0.00472 0.00459 0.00438(
2ha−1

)∗
min

, k1 ≥ 0.3 0.00342 0.00338 0.00336 0.00329 0.00318

Òàáëèöà 10

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ óñëîâèå (5.4), äëÿ ïëàñòèíîê îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû 2ha−1 <(
2ha−1

)
min

ïðè k1 = 0 è 2ha−1 ∈
((

2ha−1
)∗
min

,
(
2ha−1

)
min

)
ïðè k1 > 0 öåïî÷êè

ïåðåõîäîâ (5.1) � (5.3) â èíòåðâàëå γ ∈ (0.193, 0.33) áóäóò âèäà:
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=0
Vcrdiv−−−−→ =1

V ∗∗
0−−→ =0

Ṽcrdiv−−−−→ =1, k1 = 0;

=0
Vcrfl−−−→ =3

V ∗
0−−→ =0

Vcrdiv−−−−→ =1, k1 ∈ (0, 0.3) ;

=2

V
crfl−−−→ =3

V ∗
0−−→ =0

Vcrdiv−−−−→ =1, k1 ≥ 0.3.

(5.9)

Èç âûðàæåíèé (5.9) ñëåäóåò, ÷òî âîçìóù¼ííîå äâèæåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
¾ïëàñòèíêà�ïîòîê¿, áóäó÷è óñòîé÷èâûì âáëèçè a0

√
2 ïðè âñåõ k1 ∈ (0, 0.3), ñ

óâåëè÷åíèåì ñêîðîñòè ïîòîêà ãàçà òåðÿåò ñíà÷àëà äèíàìè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü
â âèäå ïàíåëüíîãî ôëàòòåðà ïðè ñêîðîñòÿõ V ≥ Vcr.fl. (òàáë. 8) è ïîñëå ýòîãî,
âíîâü ñòàíîâÿñü óñòîé÷èâûì, òåðÿåò ñòàòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü â âèäå äèâåðãåí-
öèè ïàíåëè ïðè ñêîðîñòÿõ V ≥ Vcr.div.(òàáë. 7), ïðåâûøàþùèõ Vcr.fl.â 3 è áîëåå
ðàç. À, ïðè k1 ≥ 0.3 âîçìóù¼ííîå äâèæåíèå ñèñòåìû âáëèçè a0

√
2 ÿâëÿåòñÿ ñòà-

òè÷åñêè íåóñòîé÷èâûì: ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â îáëàñòè =2 � â ñîñòîÿíèè áîëåå ÿðêî
âûðàæåííîé äèâåðãåíöèè ïàíåëè, â ñðàâíåíèè ñ îáëàñòüþ =1.

Äëÿ ñòàëüíûõ ïëàñòèíîê îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû 2ha−1 <
(
2ha−1

)∗
min

(òàáë.
10) öåïî÷êè ïåðåõîäîâ â èíòåðâàëå γ ∈ (0.193, 0.33) èìåþò ñëåäóþùåå îïèñàíèå:

=0
Vcrdiv−−−−→ =1

V ∗∗
0−−→ =0

Ṽcrdiv−−−−→ =1, k1 ∈ [0, 1);

=0
Vcrdiv−−−−→ =1

V ∗∗
0−−→ =0

Ṽcrfl−−−→ =3 → =0
Ṽcrdiv−−−−→ =1, k1 ∈ [1, 20);

=0
Vcrdiv−−−−→ =1 → =2

Ṽcrfl−−−→ =3 → =0
Ṽcrdiv−−−−→ =1, k1 ≥ 20.

(5.10)

Êàê ñëåäóåò èç îïèñàíèÿ öåïî÷åê ïåðåõîäîâ (5.10), äëÿ ïëàñòèíîê îòíîñèòåëüíîé
òîëùèíû 2ha−1 ≤

(
2ha−1

)∗
min

âîçìóù¼ííîå äâèæåíèå ñèñòåìû âáëèçè a0
√
2 ïðè

âñåõ k1 ≥ 0 ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì, êîòîðóþ òåðÿåò â âèäå äèâåðãåíöèè ïàíåëè
ïðè ñêîðîñòÿõ V ≥ Vcr.div.. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ñêîðîñòè ïîòîêà ãàçà
âîçìóù¼ííîå äâèæåíèå ñèñòåìû äëÿ k1 ∈ [0, 1) òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü â âèäå äè-
âåðãåíöèè ïàíåëè ïðè ñêîðîñòÿõ V ≥ Ṽcr.div., ïðåâûøàþùèõ Vcr.div. ïðèìåðíî íà
ïîðÿäîê: ïàíåëüíûé ôëàòòåð îòñóòñòâóåò.

β2
y

k1 1 5 10 20 200

0

1623.303 1689.451 1766.119 1830.869 1982.711
1721.657 1742.038 1806.497 1854.521 1994.318
1754.867 1766.118 1824.358 1879.938 2000.463

- 1814.609 1869.936 1887.342 2010.526
- - 1916.034 1896.103 2038.150

2.25

- 1727.643 1798.690 1863.824 1996.387
- 1785.756 1847.468 1896.680 2008.130
- 1831.161 1863.824 1916.485 2014.851
- 1896.680 1929.726 1949.644 2031.372
- - - - -

Òàáëèöà 11: Çíà÷åíèÿ Ṽcr.fl.D
−1
(
a0ρ0a

3
)
ïðè k1 ≥ 1 (ïåðåõîä =2 → =3)
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Âîçìóù¼ííîå äâèæåíèå ñèñòåìû â ñëó÷àÿõ, â êîòîðûõ k1 ≥ 1, òåðÿåò óñòîé-
÷èâîñòü â âèäå ïàíåëüíîãî ôëàòòåðà ïðè ñêîðîñòÿõ V ≥ Ṽcr.fl., ïðåâûøàþùèõ
Vcr.fl. áîëåå, ÷åì íà ïîðÿäîê (òàáë. 9 è 11), ïîñëå ÷åãî â âèäå äèâåðãåíöèè ïàíåëè
ïðè ñêîðîñòÿõ V ≥ Ṽcr.div., ïðåâûøàþùèõ Ṽcr.fl. â 3 � 3.5 ðàçà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ñ óìåíüøåíèåì îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû ïëàñòèíêè

(
2ha−1

)
ïðèâåä¼ííàÿ êðèòè-

÷åñêàÿ ñêîðîñòü ôëàòòåðà ðàñò¼ò áîëüøå, ÷åì íà ïîðÿäîê, â îòëè÷èå îò ïðèâå-
ä¼ííîé ñêîðîñòè äèâåðãåíöèè Vcr.div.D

−1
(
a0ρ0a

3
)
(òàáë. 7), êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò

îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû ïëàñòèíêè.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû ïëàñòèí-

êè, íà÷èíàÿ ñ çíà÷åíèÿ 2ha−1 =
(
2ha−1

)∗
min

(òàáë. 10), âîçìóù¼ííîå äâèæåíèå
ñèñòåìû ïðè âñåõ k1 ≥ 0 ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì âáëèçè a0

√
2 � íà÷àëà èíòåð-

âàëà ñâåðõçâóêîâûõ ñêîðîñòåé. Ïðèâåä¼ííûå êðèòè÷åñêèå ñêîðîñòè äèâåðãåíöèè
Vcr.div.D

−1
(
a0ρ0a

3
)
(òàáë. 7) è ôëàòòåðà Vcr.fl.D

−1
(
a0ρ0a

3
)
, Ṽcr.fl.D

−1
(
a0ρ0a

3
)

(òàáë. 8, 9 è 11) ÿâëÿþòñÿ âîçðàñòàþùèìè ôóíêöèÿìè îò êîýôôèöèåíòà íàïðÿæå-
íèÿ β2

y <
(
β2
y

)
cr.
(òàáë. 2): ïåðâîíà÷àëüíîå íàïðÿæ¼ííîå ñîñòîÿíèå, îáóñëîâëåííîå

ñòàòè÷åñêèì íàãðóæåíèåì, ñïîñîáñòâóåò ñòàáèëèçàöèè âîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ
ñèñòåìû, â ñðàâíåíèè ñ ñèñòåìîé ñ íåíàãðóæåííîé ïàíåëüþ [15]. Ïðè ýòîì, ÷åì
ìåíüøå îòíîñèòåëüíàÿ òîëùèíà ïëàñòèíêè

(
2ha−1

)
, òåì áîëüøå ïðèâåä¼ííûå

êðèòè÷åñêèå ñêîðîñòè äèâåðãåíöèè ïàíåëè è ôëàòòåðà: ñ óìåíüøåíèåì îòíîñè-
òåëüíîé òîëùèíû ïëàñòèíêè âîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ ñèñòåìû ñòàíîâèòñÿ áîëåå
óñòîé÷èâûì.

5.2 Ñëó÷àé γ ∈ [0.33, 0.74)

Âîçìóù¼ííîå äâèæåíèå ñèñòåìû ïðè γ ∈ [0.33, 0.74) è β2
y ∈

(
0,
(
β2
y

)∗
cr.

)
ÿâ-

ëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì âáëèçè a0
√
2 � íà÷àëà èíòåðâàëà ñâåðõçâóêîâûõ ñêîðîñòåé;(

β2
y

)∗
cr

≈ χ−1 (γ, ν) ·
(
β2
y

)
cr.
, χ (γ, ν) (òàáë. 12) � óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ îò γ è

êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ν, õàðàêòåðèçóþùàÿ ¾ñêà÷êîîáðàçíîå ïàäåíèå¿ êðèòè-
÷åñêîãî êîýôôèöèåíòà íàïðÿæåíèÿ

(
β2
y

)
cr.

(òàáë. 2), âñëåäñòâèå ñâåðõçâóêîâîãî
îáòåêàíèÿ.

γ 0.33 0.4 0.5 0.6 0.7
χ = χ (γ, 0.125) 4.142 3.265 2.548 2.301 2.117
χ = χ (γ, 0.3) 3.482 2.788 2.227 2.050 1.918
χ = χ (γ, 0.5) 2.632 2.151 1.761 1.662 1.586

Òàáëèöà 12

Öåïî÷êè ïåðåõîäîâ äëÿ ñòàëüíûõ ïëàñòèíîê îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû
(
2ha−1

)
∈

[0.006, 0.015] èìåþò ñëåäóþùåå îïèñàíèå:

=0
Vcrdiv−−−−→ =1

V0−→ =0
Ṽcrdiv−−−−→ =1, 0 ≤ k1 < k11;

=0
Vcrdiv−−−−→ =1

V0−→ =0
Vcrfl−−−→ =3

V ∗
0−−→ =0

Ṽcrdiv−−−−→ =1, k1 ∈ (k11, k12) ;

=0
Vcrdiv−−−−→ =1

V2−→ =2
Vcrfl−−−→ =3

V ∗
0−−→ =0

Ṽcrdiv−−−−→ =1, k1 ≥ k12;

(5.11)
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ãäå k11 è k12 � êîýôôèöèåíòû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðîâ γ, ν è β2
y . Òàê êàê

âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ ν è β2
y íà çíà÷åíèÿ ôóíêöèé k11 è k12 íåîùóòèìî ìàëî, òî

ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî k11 = k11 (γ) è k12 = k12 (γ).

β2
y 0 0.3 0.5 0.8 1.0

Vcr.div.D
−1
(
a0ρ0a

3
) 14.650 13.707 13.007 11.681 10.649

13.614 11652 10.946 9.639 8.538
11.706 10.836 10.075 8.780 7.656
10.448 9.557 8.822 7.500 6.207
8.038 7.443 6.703 5.266 4.308

Òàáëèöà 13

β2
y 0 0.3 0.5 0.8 1.0

Ṽcr.div.D
−1
(
a0ρ0a

3
) 501.104 507.192 511.359 518.069 522.256

470.207 474.455 477.387 481.937 484.877
458.144 462.079 464.361 468.073 470.474
441.374 443.860 445.328 447.815 449.283
413.702 413.945 414.125 414.257 414.327

Òàáëèöà 14

k1

β2
y 0 0.3 0.5 0.8 1.0

0.5

125.501 132.932 140.407 150.003 158.154
136.261 146.933 156.815 - -
141.602 154.500 172.547 - -
151.727 - - - -

- - - - -

0.8

113.652 119.822 124.403 129.733 134.057
121.610 129.075 134.238 141.199 144.440
125.180 133.361 138.470 149.016 157.473
131.119 141.163 148.242 160.997 173.758
143.487 158.651 177.549 - -

1.0

112.627 117.532 121.796 127.478 131.407
120.011 125.722 129.670 137.726 142.886
123.752 129.501 133.473 142.751 148.350
127.535 135.736 140.796 151.785 159.882
138.256 149.310 158.629 - -

Òàáëèöà 15: Çíà÷åíèÿ Vcr.fl.D
−1
(
a0ρ0a

3
)
ïðè 0.5 ≤ k1 < 2 (ïåðåõîä =0 → =3)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ÷èñëåííûìè ðåçóëüòàòàìè, êîýôôèöèåíòû k11 = k11 (γ) è
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k12 = k12 (γ) ïðè γ = 0.4; 0.5; 0.6; 0.7, ñîîòâåòñòâåííî, ðàâíû:

k11 ≈ 0.5; 0.5; 0.8; 2 è k12 ≈ 0.8; 2; 3; 10. (5.12)

Èññëåäóåì ïîäðîáíåå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû èñêîìîé çàäà÷è ïðè γ = 0.5, ïðè-
âåä¼ííûå â òàáëèöàõ 13 � 16.

Èç ñîïîñòàâëåíèÿ äàííûõ òàáëèö 13 è 14 ñëåäóåò, ÷òî Vcr.div.D
−1
(
a0ρ0a

3
)

ìåíüøå Ṽcr.div.D
−1
(
a0ρ0a

3
)
ïðèìåðíî íà äâà ïîðÿäêà. Çíà÷åíèÿ îáåèõ ñêîðîñòåé

ìåíüøå â ïëàñòèíàõ èç ìàòåðèàëîâ ñ áîëüøèì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà ν.
Îäíàêî, ïðèâåä¼ííàÿ êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü äèâåðãåíöèè Vcr.div.D

−1
(
a0ρ0a

3
)
,

â îòëè÷èå îò Ṽcr.div.D
−1
(
a0ρ0a

3
)
, ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé îò γ ∈ [0.33,

0.74) è óáûâàþùåé îò êîýôôèöèåíòà íàïðÿæåíèÿ β2
y ∈ [0, 1.2): ïðè ðîñòå β2

y

îò 0 äî 1.0 óáûâàåò, ïðèìåðíî, â 1.5 ðàçà (òàáë. 13). À ïðèâåä¼ííàÿ ñêîðîñòü
äèâåðãåíöèè Ṽcr.div.D

−1
(
a0ρ0a

3
)
, íàîáîðîò, ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé ôóíêöèåé îò

γ ∈ [0.33, 0.74) è âîçðàñòàþùåé îò β2
y : ïðè ðîñòå β

2
y ∈ [0, 1.2) âîçðàñòàåò, ïðèìåð-

íî, íà 4% (òàáë. 14).
Ïðèâåä¼ííàÿ êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ôëàòòåðà Vcr.fl.D

−1
(
a0ρ0a

3
)
(òàáë. 15 è

16) ïðè 0.5 ≤ k1 < 20 áîëüøå â ïëàñòèíêàõ èç ìàòåðèàëîâ ñ áîëüøèì êîýôôèöè-
åíòîì Ïóàññîíà ν; ïðè k1 ≥ 20 âëèÿíèå êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ν íà ñêîðîñòü
ôëàòòåðà íåîùóòèìî ìàëî. Êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü Vcr.fl.D

−1
(
a0ρ0a

3
)
ÿâëÿåòñÿ

âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé îò êîýôôèöèåíòà íàïðÿæåíèÿ β2
y : âîçðàñòàåò ïðèìåðíî

â 1.17�1.25 ðàç â èíòåðâàëå β2
y ∈ [0, 1.2).

k1

β2
y 0 0.3 0.5 0.8 1.0

2

112.883 118.897 122.799 128.491 132.163
118.894 125.346 129.594 135.809 139.910
121.505 128.186 132.615 139.189 143.507
125.479 132.779 137.582 144.817 149.707
131.924 141.749 147.611 154.970 161.207

5

124.886 131.785 132.510 141.199 143.663
126.398 135.234 140.796 145.482 148.744
130.996 139.877 141.964 147.049 152.089
132.970 141.046 146.271 150.992 153.882
137.134 147.724 151.414 160.188 163.517

10

138.689 143.784 148.123 152.578 154.280
140.250 146.143 150.222 153.374 157.472
142.602 148.319 152.210 157.170 161.494
144.965 150.502 154.207 160.956 162.910
146.548 154.493 155.409 162.617 168.817

20 148.135 152.257 153.348 161.320 162.707
200 169.666 172.476 174.417 177.641 178.746

Òàáëèöà 16: Çíà÷åíèÿ Vcr.fl.D
−1
(
a0ρ0a

3
)
ïðè k1 ≥ 2 (ïåðåõîä =2 → =3)

Íàðÿäó ñ ýòèì, ïðèâåä¼ííàÿ êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ôëàòòåðà Vcr.fl.D
−1
(
a0ρ0a

3
)
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ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé ôóíêöèåé îò k1 â èíòåðâàëå 0.5 ≤ k1 < 2 (òàáë.
15), à â èíòåðâàëå k1 ≥ 2 � âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé îò k1. Ïðè ýòîì, ïðè
k1 ≥ 200 âëèÿíèå êîýôôèöèåíòà k1 íà Vcr.fl.D

−1
(
a0ρ0a

3
)
ñòàíîâèòñÿ íåîùó-

òèìî ìàëûì. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðèâåä¼ííàÿ êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ôëàò-
òåðà ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé îò γ ∈ [0.33, 0.74) ïðè âñåõ ôèêñèðî-
âàííûõ çíà÷åíèÿõ îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Òåì ñàìûì, äëÿ ñòàëüíûõ ïëàñòèíîê
îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû

(
2ha−1

)
∈ [0.006, 0.015] ñîñòîÿíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòå-

ìû ¾ïëàñòèíêà�ïîòîê¿ ïðè áî'ëüøèõ çíà÷åíèÿõ β2
y è γ ÿâëÿåòñÿ áîëåå óñòîé-

÷èâûì: âîçìóù¼ííîå äâèæåíèå ñèñòåìû òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü â âèäå ïàíåëüíîãî
ôëàòòåðà ïðè áî'ëüøèõ çíà÷åíèÿõ ñêîðîñòåé ïîòîêà ãàçà. Ñ ïîìîùüþ àíàëî-
ãè÷íûõ ðàññóæäåíèé, èçúÿñíÿþùèõ ïîâåäåíèå âîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ ñèñòå-
ìû ¾ïëàñòèíêà�ïîòîê¿ â ðàçäåëå 5.1, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî öåïî÷êè ïåðåõîäîâ
(5.11) ïðè âñåõ γ ∈ [0.33, 0.74) äëÿ ñòàëüíûõ ïëàñòèíîê îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû
2ha−1 <

(
2ha−1

)∗
min

≈ 0.00342 ïåðåïèøóòñÿ â âèäå:

ïðè ν ≤ 0.25, 0 ≤ k1 < 2, γ ∈ [0.33, 0.5) è ν ≤ 0.125, 0 ≤ k1 < 10, γ ∈
[0.5, 0.58):

=0
Ṽcrdiv−−−−→ =1 → =0

˜̃V crdiv−−−−→ =1;

ïðè ν ≤ 0.125, 10 ≤ k1 < 20, γ ∈ [0.5, 0.58):

=0
Ṽcrdiv−−−−→ =1 → =0

Ṽcrfl−−−→ =3 → =0

˜̃V crdiv−−−−→ =1;

ïðè ν ≤ 0.25, k1 ≥ 2, γ ∈ [0.33, 0.5) è ν ≤ 0.125, k1 ≥ 20, γ ∈ [0.5, 0.58):

=0
Ṽcrdiv−−−−→ =1 → =2

Ṽcrfl−−−→ =3 → =0

˜̃V crdiv−−−−→ =1;

ïðè îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ:

=0
Ṽcrdiv−−−−→ =1. (5.13)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïëàñòèíîê îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû 2ha−1 < 0.00342,
ó êîòîðûõ γ ∈ [0.58, 0.74), ïðè âñåõ k1 ≥ 0, β2

y è çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòà Ïóàññî-

íà ν ïàíåëüíûé ôëàòòåð îòñóòñòâóåò. Îòìåòèì, ÷òî ˜̃V cr.div.D
−1
(
a0ρ0a

3
)
áîëüøå

Ṽcr.div.D
−1
(
a0ρ0a

3
)
íà ïîðÿäîê è áîëåå; Ṽcr.fl.D

−1
(
a0ρ0a

3
)
áîëüøå Ṽcr.div.D

−1
(
a0ρ0a

3
)

ïðèìåðíî â 3 � 4 ðàçà. Èç ñîïîñòàâëåíèÿ öåïî÷åê ïåðåõîäîâ (5.11) è (5.13) î÷å-
âèäíî, ÷òî ñ óìåíüøåíèåì îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû ïëàñòèíêè 2ha−1 âîçìóù¼í-
íîå äâèæåíèå ñèñòåìû òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü ïðè áî'ëüøèõ çíà÷åíèÿõ ñêîðîñòåé
ïîòîêà ãàçà. Òàêèì îáðàçîì, â èíòåðâàëå γ ∈ [0.33, 0.74) ïåðâîíà÷àëüíîå ñòàòè÷å-
ñêîå íàãðóæåíèå, îáóñëîâëåííîå ñæèìàþùèìè ñèëàìè, ïðèâîäèò ê ñòàáèëèçàöèè
ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ¾ïëàñòèíêà�ïîòîê¿. Áîëåå òîãî, â ñëó÷àå ïëàñòèíîê îòíîñè-
òåëüíîé òîëùèíû 2ha−1 < 0.00342 ïðè âñåõ γ ∈ [0.58, 0.74) è ôèêñèðîâàííûõ
çíà÷åíèÿõ îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ïàíåëüíûé ôëàòòåð îòñóòñòâóåò: èìååò ìåñòî
òîëüêî äèâåðãåíöèÿ ïàíåëè.
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5.3 Ñëó÷àé γ ∈ [0.74, 1.96)

Èññëåäóåì äèíàìèêó âîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ ñèñòåìû ¾ïëàñòèíêà�ïîòîê¿
ïðè γ ∈ [0.74, 1.96). Â ýòîì ñëó÷àå, òàê æå êàê è â ðàçäåëå 5.2, ïðè âñåõ γ ∈
[0.74, 1.96) è β2

y ∈
(
0,
(
β2
y

)∗
cr.

)
âîçìóù¼ííîå äâèæåíèå ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷è-

âûì âáëèçè íà÷àëà èíòåðâàëà ñâåðõçâóêîâûõ ñêîðîñòåé a0
√
2 äëÿ ïëàñòèíîê îò-

íîñèòåëüíîé òîëùèíû, ïðèìåðíî, 2ha−1 ∈ (0.007, 0.015]. Çäåñü,
(
β2
y

)∗
cr

≈ χ−1 (γ, ν)·(
β2
y

)
cr.
; χ = χ (γ, ν), òàê æå êàê è â ðàçäåëå 5.2, ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé

ôóíêöèåé îò γ è ν (òàáë. 17). Ïðè ýòîì, ñ óâåëè÷åíèåì ñêîðîñòè ïîòîêà ãàçà V
âîçìóù¼ííîå äâèæåíèå ñèñòåìû ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ å¼ ïàðàìåòðîâ òåðÿåò óñòîé-
÷èâîñòü òîëüêî â âèäå äèâåðãåíöèè ïàíåëè: ïàíåëüíûé ôëàòòåð îòñóòñòâóåò. Çà-
ìåòèì, ÷òî äëÿ ïëàñòèíîê îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû 2ha−1 ≤ 0.007 âîçìóù¼ííîå
äâèæåíèå ñèñòåìû ïðè ñêîðîñòÿõ ïîòîêà ãàçà V ≥ a0

√
2 ÿâëÿåòñÿ ñòàòè÷åñêè

íåóñòîé÷èâûì: èìååò ìåñòî äèâåðãåíöèÿ ïàíåëè.

γ 0.74 0.8 1.0 1.5 ≥1.9
χ = χ (γ, 0.125) 2.076 2.028 1.917 1.598 1.541
χ = χ (γ, 0.3) 1.893 1.862 1.796 1.537 1.495
χ = χ (γ, 0.5) 1.576 1.567 1.515 1.384 1.372

Òàáëèöà 17: Caption

Öåïî÷êè ïåðåõîäîâ ïðè γ ∈ [0.74, 1.96) è ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ îñòàëüíûõ ïà-
ðàìåòðîâ, â îñíîâíîì, áóäóò èìåòü ñëåäóþùåå îïèñàíèå:

=0
Vcrdiv−−−−→ =1, (5.14)

çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àåâ, â êîòîðûõ γ ∈ [0.74, 0.82), ν < 0.25 è β2
y < 0.5. Ïðè

ýòèõ çíà÷åíèÿõ öåïî÷êè ïåðåõîäîâ áóäóò âèäà: =0
Vcrdiv−−−−→ =1 → =0

Ṽcrdiv−−−−→ =1.

Â òàáëèöàõ 18 è 19 äàíû çíà÷åíèÿ ïðèâåä¼ííîé êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè äèâåð-
ãåíöèè ïàíåëè Vcr.div.D

−1
(
a0ρ0a

3
)
ïðè γ = 0.8 è γ = 1 ñîîòâåòñòâåííî.

β2
y 0 0.3 0.5 0.79

Vcr.div.D
−1
(
a0ρ0a

3
) 80.471 59.318 48.836 37.305

60.094 46.393 38.673 28.934
54.320 41.877 34.945 25.759

(γ = 0.8)
46.751 35.953 29.924 21.105
35.952 25.292 21.827 13.651

Òàáëèöà 18
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β2
y 0 0.3 0.5 0.75

Vcr.div.D
−1
(
a0ρ0a

3
) 524.286 501.362 125.924 77.458

154.795 106.541 87.566 56.703
128.470 93.215 67.203 49.539

(γ = 1)
102.100 86.247 60.693 40.153
72.915 55.025 41.271 25.647

Òàáëèöà 19

Ïðèâåä¼ííàÿ êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü äèâåðãåíöèè ïàíåëè Vcr.div.D
−1
(
a0ρ0a

3
)

ïðè âñåõ γ ∈ [0.74, 1.96) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé ôóíêöèåé îò êîýôôè-
öèåíòà Ïóàññîíà ν è êîýôôèöèåíòà íàïðÿæåíèÿ β2

y (òàáë. 18 è 19). Ïðè ýòîì, ñ
âîçðàñòàíèåì ν êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü äèâåðãåíöèè ïàíåëè óáûâàåò ïðèìåðíî â
2.2 � 2.73 ðàçà ïðè γ = 0.8; ïðè γ = 1 � â 3.7 � 5 ðàç. Ñîîòâåòñòâåííî, ñ ðîñòîì
êîýôôèöèåíòà íàïðÿæåíèÿ êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü äèâåðãåíöèè ïàíåëè óáûâàåò
â 2.16 � 2.63 ðàçà ïðè γ = 0.8, à ïðè γ = 1 � â 2.84 � 6.76 ðàç. Òåì ñàìûì, ïåð-
âîíà÷àëüíîå ñòàòè÷åñêîå íàãðóæåíèå ïðè áîëüøèõ γ ∈ [0.74, 1.96) ïðèâîäèò ê
ñóùåñòâåííîé äåñòàáèëèçàöèè âîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ ñèñòåìû, â ñðàâíåíèè ñ
âîçìóù¼ííûì äâèæåíèåì ñèñòåìû ñ íåíàãðóæåííîé ïàíåëüþ

(
β2
y = 0

)
.

Èç ñîïîñòàâëåíèÿ äàííûõ òàáëèö 18 è 19 ñëåäóåò, ÷òî ïðèâåä¼ííàÿ êðèòè÷å-
ñêàÿ ñêîðîñòü äèâåðãåíöèè âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì γ ∈ [0.74, 1.96): ïðè γ = 1 áîëüøå
â 2 ðàçà è áîëåå, ÷åì ïðè γ = 0.8.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå, â êîòîðîì γ ∈ [0.74, 1.96), ïåðâîíà÷àëüíîå ñòàòè÷å-
ñêîå íàãðóæåíèå, îáóñëîâëåííîå ñæèìàþùèìè ñèëàìè, ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîé
äåñòàáèëèçàöèè âîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ ñèñòåìû ¾ïëàñòèíêà�ïîòîê¿.

6 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Â ðàáîòå, ñ ïîìîùüþ ãðàôîàíàëèòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî ìåòîäîâ èññëåäîâà-
íèé [15 � 18] èçó÷àåòñÿ âëèÿíèå ïåðâîíà÷àëüíîãî íàïðÿæ¼ííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðÿìî-
óãîëüíîé ïëàñòèíêè óìåðåííûõ ðàçìåðîâ γ ∈ (0.33, 1.96), îáóñëîâëåííîãî ñæèìà-
þùèìè ñèëàìè, íà óñòîé÷èâîñòü âîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
¾ïëàñòèíêa�ïîòîê¿ ïðè íàëè÷èè íà ñâîáîäíîì êðàå ïëàñòèíêè ñîñðåäîòî÷åííûõ
èíåðöèîííûõ ìàññ è ìîìåíòîâ ïîâîðîòà.

Íàéäåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè âîçìóù¼ííîãî äâèæå-
íèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ¾ïëàñòèíêà�ïîòîê¿. Ïîëó÷åíû ÿâíûå âûðàæåíèÿ äèñ-
ïåðñèîííûõ óðàâíåíèé, õàðàêòåðèçóþùèõ äîñòàòî÷íûå ïðèçíàêè ïîòåðè óñòîé-
÷èâîñòè. Ïðîèçâåäåíî ðàçáèåíèå ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà = ñèñòå-
ìû ¾ïëàñòèíêà�ïîòîê¿ íà îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè =0 è îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè:
äèâåðãåíöèè ïàíåëè =1, =2 è ïàíåëüíîãî ôëàòòåðà =3: îïðåäåëåíû èíòåðâà-
ëû èçìåíåíèÿ ¾ñóùåñòâåííûõ¿ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, ðàçãðàíè÷èâàþùèå îáëàñòè
óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè.

Ââåäåíî ïîíÿòèå ¾öåïî÷êè ïåðåõîäîâ¿, çâåíüÿ êîòîðîé � ïåðåõîäû èç îäíîé
îáëàñòè =k â äðóãóþ =l. ¾Öåïî÷êè ïåðåõîäîâ¿ ïîçâîëÿåò íàãëÿäíî ïðîèëëþ-
ñòðèðîâàòü âñþ äèíàìèêó ïîâåäåíèÿ âîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ ñèñòåìû ¾ïëàñòèí-
êà�ïîòîê¿ â ïðîñòðàíñòâå å¼ ¾ñóùåñòâåííûõ¿ ïàðàìåòðîâ =.

56



Íàéäåíû êðèòè÷åñêèå ñêîðîñòè ñâåðõçâóêîâîãî ïîòîêà ãàçà Vcr.div. è Vcr.fl.,
ïðè ïðåâûøåíèè êîòîðûõ âîçìóù¼ííîå äâèæåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ¾ïëà-
ñòèíêà�ïîòîê¿ òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü â ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå â âèäå äè-
âåðãåíöèè ïàíåëè, ëèáî â âèäå ïàíåëüíîãî ôëàòòåðà ñîîòâåòñòâåííî, â ïðåäïîëî-
æåíèè, ÷òî â ïëàñòèíêå â ìîìåíò ¾âûïó÷èâàíèÿ¿ âîçíèêàþò òîëüêî íàïðÿæåíèÿ
èçãèáà.

Íàéäåíû êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà íàïðÿæåíèÿ èçãèáà
(
β2
y

)∗
cr.
ïðè

îáòåêàíèè. Óñòàíîâëåíî, ÷òî îáòåêàíèå ïðèâîäèò ê ¾ñêà÷êîîáðàçíîìó ïàäåíèþ¿
êðèòè÷åñêîãî êîýôôèöèåíòà íàïðÿæåíèÿ, â ñðàâíåíèè ñ êðèòè÷åñêèì êîýôôè-
öèåíòîì íàïðÿæåíèÿ ïðè îòñóòñòâèè îáòåêàíèÿ [17]. Ïðè ýòîì, êîýôôèöèåíò,
õàðàêòåðèçóþùèé ¾ïàäåíèå¿, ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé ôóíêöèåé îò ïà-
ðàìåòðà îòíîøåíèÿ ñòîðîí ïëàñòèíêè γ è êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ν. Âñëåäñòâèå
ýòîãî âîçìóù¼ííîå äâèæåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû âáëèçè a0

√
2 ÿâëÿåòñÿ ñòà-

òè÷åñêè íåóñòîé÷èâûì ïðè âñåõ γ ∈ (0.193, 0.33), â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñòàëüíûõ
ïàíåëåé îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû

(
2ha−1

)
∈ [0.006, 0.015]. Äëÿ íèõ íàéäåíà ìè-

íèìàëüíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ òîëùèíà
(
2ha−1

)
min

, ïðè êîòîðîé âîçìóù¼ííîå äâèæå-
íèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû âáëèçè a0

√
2 ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì. Êàê îêàçàëîñü, â

ýòîì ñëó÷àå ïðèâåä¼ííûå êðèòè÷åñêèå ñêîðîñòè äèâåðãåíöèè ïàíåëè è ïàíåëü-
íîãî ôëàòòåðà ÿâëÿþòñÿ âîçðàñòàþùèìè ôóíêöèÿìè îò êîýôôèöèåíòà íàïðÿ-
æåíèÿ: ïåðâîíà÷àëüíîå íàïðÿæ¼ííîå ñîñòîÿíèå ïðèâîäèò ê ñòàáèëèçàöèè âîçìó-
ù¼ííîãî äâèæåíèÿ ñèñòåìû, â îòëè÷èå îò ïàíåëåé, ó êîòîðûõ γ ≥ 0.33.

Â ñëó÷àå ïàíåëåé, ó êîòîðûõ γ ∈ [0.33, 0.74), ïåðâîíà÷àëüíîå íàïðÿæ¼ííîå
ñîñòîÿíèå ïðèâîäèò êàê ê äåñòàáèëèçàöèè âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ñèñòåìû, òàê
è ê ñòàáèëèçàöèè, â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ γ è 2ha−1; à ïðè γ ∈ [0.74, 1.96)
� ê ñóùåñòâåííîé äåñòàáèëèçàöèè ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ, â
ñðàâíåíèè ñ íåíàãðóæåííîé ïàíåëüþ [15].

Óñòàíîâëåíû ¾îïàñíûå¿ ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè =0 â ñìûñëå Áàóòèíà
Í.Í. [12], õàðàêòåðèçóþùèåñÿ íàëè÷èåì çâåíüåâ =0 → =3 è =2 → =3 â ¾öå-
ïî÷êå ïåðåõîäîâ¿, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ïîòåðÿ ïðî÷íîñòè è âîçíèêíîâåíèå
óñòàëîñòíûõ òðåùèí â ìàòåðèàëå ïëàñòèíêè [1, 2].

Çàêëþ÷åíèå

Èçëîæåííûé â äàííîé ðàáîòå ãðàôîàíàëèòè÷åñêèé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ìî-
æåò áûòü ïðèìåí¼í äëÿ ðåøåíèÿ øèðîêîãî êëàññà ïîäîáíûõ çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè
óïðóãèõ ñèñòåì êàê ïðè ïåðâîíà÷àëüíîì ñòàòè÷åñêîì íàãðóæåíèè, òàê è ïðè äè-
íàìè÷åñêîì.
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