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The problem of the propagation of Rayleigh-type surface waves in the halfplane-layer system

along the line of their connection is considered under the condition of sliding contact between them.

A dispersion equation for the problem of the propagation condition of surface waves is obtained as a

function of the physical and geometric characteristics of the half-plane and the layer under various

conditions at the outer boundary of the layer.

Maker owy�ayin aliqneri tara�owm� kisahar�ow�yown–�ert hamakargowm

nranc mij saho� kontakti paymanneri depqowm

Amirjanyan H.A., Belowbekyan M.V., G orgyan G.Z., Darbinyan A.Z.

Himnaba�er: �eleyi aliqner, erkaynakan  laynakan aliqner, aliqayin �iv, ha�axow�yown, marman

paymanner, dispersion havasarowm:

Ditarkva� � �eleyi tipi maker owy�ayin aliqneri tara�owm� kisahar�ow�yown-�ert hamakar{

gowm miacman g�i erkaynqov nranc mij saho� kontakti paymanneri depqowm: Stacvel en xndri
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 erkra�a�akan bnow�agri�neric  �erti artaqin maker owy�i vra tarber ezrayin paymanneri

depqowm:

Ðàññìîòðåíà çàäà÷à ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí òèïà Ðýëåÿ â ñèñòåìå ïîëóïëîñ-

êîñòü-ñëîé ïî ëèíèè èõ ñîåäèíåíèÿ ïðè óñëîâèè ñêîëüçÿùåãî êîíòàêòà ìåæäó íèìè. Ïîëó÷åíû

äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå çàäà÷è è óñëîâèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí â çàâèñèìîñòè

îò ôèçè÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïîëóïëîñêîñòè è ñëîÿ ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ

íà âíåøíåé ãðàíèöå ñëîÿ.
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Ââåäåíèå.

Èññëåäîâàíèþ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí òèïà Ðýëåÿ â ñîñòàâíîé ïîëóïëîñêîñòè ïî-
ñâÿùåíî ìíîæåñòâî ðàáîò. Îáçîð ïóáëèêàöèé ïî ýòîé òåìàòèêå ìîæíî íàéòè â
[1-6] Â ðàáîòàõ [7-9] èññëåäîâàíî ñóùåñòâîâàíèå óïðóãèõ âîëí, ëîêàëèçîâàííûõ
ó ãðàíèöû ðàçäåëà äâóõ óïðóãèõ ñðåä, êîòîðûå ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþò ïî
ìåðå óäàëåíèÿ îò ãðàíèöû. Çäåñü ðàññìîòðåíû çàäà÷è ïëîñêîé äåôîðìàöèè, ïðè
ñêîëüçÿùåì êîíòàêòå ìåæäó ñëîåì è ïîëóïëîñêîñòüþ è ðàçíûõ ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèÿõ íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè.

1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëîñêîé ïîâåðõíîñòíîé âîëíû äëÿ
ñèñòåìû ïîëóïðîñòðàíñòâî�ñëîé (ôèã.1).

Äëÿ êîìïîíåíò óïðóãèõ ïåðåìåùåíèé èìååì

u
(j)
1 = u(j)(x, z, t), u

(j)
3 = w(j)(x, z, t), u

(j)
2 = 0 (j = 1, 2) (1)

ãäå j = 1 îòíîñèòñÿ ê ñëîþ, à j = 2 � ê ïîëóïëîñêîñòè, t � âðåìÿ. Óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ â ïåðåìåùåíèÿõ èìåþò âèä [4]

c2tj∆u(j) +
(
c2l j − c2t j

) ∂

∂x

(
∂u(j)

∂x
+
∂w(j)

∂z

)
=
∂2u(j)

∂t2

c2t j∆w(j) +
(
c2l j − c2t j

) ∂

∂z

(
∂u(j)

∂x
+
∂w(j)

∂z

)
=
∂2w(j)

∂t2

(2)

ãäå cl j , ct j �ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ âîëí â ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ñðåäàõ, λj , µj�êîýôôèöèåíòû Ëàìå ñëîÿ è ïîëóïðîñòðàíñòâà ñî-
îòâåòñòâåííî.

Ôèã. 1

Íà ëèíèè ðàçäåëà ìàòåðèàëîâ z = 0 çàäàíû óñëîâèÿ ñêîëüçÿùåãî êîíòàêòà:

σ
(1)
31 = 0, σ

(2)
31 = 0, σ

(1)
33 = σ

(2)
33 , w

(1) = w(2) (3)
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Ïîñðåäñòâîì ñêàëÿðíûõ ïîòåíöèàëîâ ïðåäñòàâèì ïåðåìåùåíèÿ â âèäå [4]

u(j) =
∂Φj

∂x
+
∂Ψj

∂z
, w(j) =

∂Φj

∂z
− ∂Ψj

∂x
(4)

óðàâíåíèÿ (2) ñâîäÿòñÿ ê

∆Φj =
1

c2l j

∂2Φj

∂t2
, ∆ψj =

1

c2t j

∂2Ψj

∂t2
. (5)

Ïðè ýòîì äëÿ èñïîëüçóåìûõ â äàëüíåéøåì íàïðÿæåíèé ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå
âûðàæåíèÿ

σ
(j)
33 = λj

∂2Φj

∂x2
+ (λj + 2µj)

∂2Φj

∂z2
− 2µj

∂2ψj

∂z∂x
,

σ
(j)
31 = µj

(
2
∂2Φj

∂x∂z
+
∂2ψj

∂z2
− ∂2ψj

∂x2

) (6)

Ââåä¼ì îáåçðàçìåðèâàþùèå îáîçíà÷åíèÿ

ηj =
c2t j
c2l j

=
µj

λj + 2µj
; θ =

ct2
2

ct12
=
µ2

µ1

ρ1
ρ2

; c =
ω

k
; ξ =

c2

c2t2

ν11 =
√
1− ξθη1, ν12 =

√
1− ξ θ, ν21 =

√
1− ξη2, ν22 =

√
1− ξ

β2 = 1− ξ

2
, β1 = 1− ξθ

2
, µ∗ = µ2/µ1

(7)

çäåñü c � íåèçâåñòíàÿ ôàçîâàÿ ñêîðîñòü, ω � ÷àñòîòà, k � âîëíîâîå ÷èñëî. Òîãäà
ðåøåíèå óðàâíåíèé (5) äëÿ ñëîÿ áóäåò èìåòü âèä:

Φ1 = (A1 sh(kν11z ) +B1ch(kν11z )) exp ik(x− ct)

Ψ1 = (A2ch(kν12z) +B2 sh(kν12z )) exp ik(x− ct)
(8)

Îáùèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (5) äëÿ ïîëóïëîñêîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâè-
ÿì çàòóõàíèÿ [4]:

limΦ2 = 0
z→∞

, limΨ2
z→∞

= 0

èìåþò âèä

Φ2 = A3 e
−kν21z exp ik(x− ct)

Ψ2 = B3e
−kι22z exp ik(x− ct)

(9)

ν2,1, ν2,2 > 0 îòêóäà âûòåêàåò ÷òî 0 < ξ < 1

Òàêæå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå ξR j =
(

vR j

ct2

)2
j = 1, 2 ãäå vR j j =

1, 2 ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí Ðåëåÿ â ìàòåðèàëàõ ïîëîñû è ïîëóïëîñêîñòè
ñîîòâåòñòâåííî.
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2 Ðåøåíèå çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè z = −h

à. Ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü

σ
(1)
31 = 0, σ

(1)
33 = 0 (10)

Äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå èìååò âèä

µ∗

((
1− 1

ch [sν1,2] ch [sν1,1]

)
2β2

1ν1,1ν1,2 − th [sν1,1] th [sν1,2]
(
β4
1 + ν21,1ν

2
1,2

))
ν2,1−

− θν1,1
(
th [sν1,2]β

2
1 − th [sν1,1] ν1,1ν1,2

) (
β2
2 − ν2,1ν2,2

)
= 0

(11)

ãäå s = k h; Ïðè h → 0 èëè µ1 → 0 ïðèõîäèì ê çàäà÷å Ðåëåÿ. Ïðè s � 1 , ò.å.
êîãäà äëèíà âîëíû íàìíîãî áîëüøå òîëùèíû ñëîÿ, äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå, ñ
òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà s2 , ïðèìåò âèä

− sξθ2ν1,1ν1,2

(
sµ∗

1

4
ξ2θν2,1 +

(
β2
2 − ν2,1ν2,2

))(ξθ
4

− (1− η1)

)
= 0 (12)

îòêóäà

ξ = ξR2 − s
µ∗θξ

2
R2

√
1− η2ξR2(2− ξR2)

2

2 (12ξR2 − 8η2ξR2 − 6ξ2R2 + ξ3R2 − 4(1− η2))
+O(s2) (13)

Òî åñòü, íåçàâèñèìî îò óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëîâ ñëîÿ è ïîëóïëîñêîñòè
ñóùåñòâóåò ïîâåðõíîñòíàÿ âîëíà, ðàñïðîñòðàíÿþùàÿñÿ ñî ñêîðîñòüþ ξ, ìåíüøåé
ñêîðîñòè âîëí Ðåëåÿ â ïîëóïëîñêîñòè ξR2.

Óðàâíåíèå (12) èìååò òàêæå êîðåíü

ξ = 4
1− η1
θ

+O(s2) = ξS +O(s2) (14)

êîòîðûé, â çàâèñèìîñòè îò óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê ñëîÿ è ïîëóïëîñêîñòè, ìîæåò
áûòü ìåíüøå åäèíèöû, ÷òî îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ è âòîðîé âîëíû.

Ïðè s� 1 ò.å. êîãäà äëèíà âîëíû íàìíîãî ìåíüøå òîëùèíû ñëîÿ, âîçìîæíû
òðè ñëó÷àÿ:

I.) 1 − ξθ > 0; áóäåì èìåòü th(kh
√
1− ξθ) ∼ th(kh

√
1− ξθη1) ∼ 1 îòêóäà äëÿ

(11) ïîëó÷àåì [5]

−
(
β2
1 − ν1,1ν1,2

) (
µ∗
(
β2
1 − ν1,1ν1,2

)
ν2,1 + θν1,1

(
β2
2 − ν2,1ν2,2

))
= 0 (15)

Ïåðâûé ìíîæèòåëü ýòîãî óðàâíåíèÿ ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì Ðåëåÿ äëÿ ïîëóïëîñ-
êîñòè èç ìàòåðèàëà ïîëîñû, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïðèíÿòîãî óñëîâèÿ s � 1,
è èìååò êîðåíü ξ = ξR,1. Âòîðîé ìíîæèòåëü óðàâíåíèÿ (15) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå äëÿ äâóõ ïîëóïëîñêîñòåé ïðè óñëîâèè êîíòàêòà Íàâüå
(3).
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Èññëåäóåì âòîðîé ìíîæèòåëü íà ïðåäìåò ñóùåñòâîâàíèÿ êîðíÿ. Åñëè

θ < 1 è µ∗ <
θ
√
1− θη1

4
(√

1− θ
√
1− θη1 − (1− θ/2)

2
)√

1− η2
(16)

èëè

θ > 1 è µ∗ >
−1 + 4θ

(
1− θ +

√
θ − 1

√
θ − η2

)√
θ (θ − η2)

√
1− η1 (17)

òî â êîíöàõ èíòåðâàëà 0 < ξ < min (1, 1/θ) âòîðîé ìíîæèòåëü ïðèíèìàåò ðàçíûå
çíàêè, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî â ýòîì èíòåðâàëå îí èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí êîðåíü.
(ξ = ξ0).

Íà ôèã. 2 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðà ξ , õàðàêòåðèçóþ-
ùåãî ôàçîâóþ ñêîðîñòü, îò ïàðàìåòðà s , õàðàêòåðèçóþùåãî âîëíîâîå ÷èñëî, â
ñëó÷àå (à), êîãäà ìàòåðèàëû ïîëîñû è ïîëóïëîñêîñòè îäèíàêîâû: µ∗ = 1; θ =
1; ν1 = ν2 = 0.3 è (á), êîãäà µ∗ = 1; θ = 1; ν1 = 0.4; ν2 = 0.1.

(a) ν1 = ν2 = 0.3 (b) ν1 = 0.4; ν2 = 0.1

Ôèã. 2: Çàâèñèìîñòü ξ îò s ïðè µ∗ = 1; θ = 1;

Ãðàôèêè ôèã. 2(à) óêàçûâàþò íà òî, ÷òî äëÿ î÷åíü êîðîòêèõ âîëí â îäíîðîä-
íîé ïîëóïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé íà íåêîòîðîé ãëóáèíå ëèíèþ ñêîëüæåíèÿ, ïî-
âåðõíîñòíûå âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ âäîëü ñâîáîäíîé ãðàíèöû ñëîÿ è âäîëü
ëèíèè ñêîëüæåíèÿ, èìåþò îäèíàêîâóþ ñêîðîñòü, ðàâíóþ ñêîðîñòè âîëí Ðýëåÿ
ïîëóïëîñêîñòè. Ãðàôèêè æå ôèã. 2(á) ïîêàçûâàþò, ÷òî îòëè÷èå òîëüêî ëèøü êî-
ýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà óæå ïðèâîäèò ê ðàçíèöå â ñêîðîñòÿõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ
ïîâåðõíîñòíûõ âîëí âäîëü ñâîáîäíîé ãðàíèöû è ëèíèè ðàçäåëà ìàòåðèàëîâ. Ïðè
ýòîì ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîâåðõíîñòíîé âîëíû âäîëü ñâîáîäíîé ãðàíèöû
ñòðåìèòñÿ ê ñêîðîñòè âîëí Ðýëåÿ äëÿ ìàòåðèàëà ñëîÿ, à ñêîðîñòü âîëíû âäîëü
ëèíèè ñîåäèíåíèÿ çàíèìàåò ïðîìåæóòî÷íîå çíà÷åíèå ξ0 ìåæäó ñêîðîñòÿìè âîëí
Ðýëåÿ äëÿ ñëîÿ è ïîëóïëîñêîñòè.

Ïðè θ < 1; è µ∗ >
θ
√
1−θη1

4(
√
1−θ

√
1−θη1−(1−θ/2)2)

√
1−η2

äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé s âîëíû

îòñóòñòâóþò. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è,
ýòî ïðåäñòàâëåíî íà Ôèã. 3.
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Ôèã. 3: Çàâèñèìîñòü ξ îò s ïðè µ∗ = 3; θ = 0.6; ν1 = ν2 = 0.3

(a) Çàâèñèìîñòü ξ îò s ïðè θ = 0.8 (b) θ = 1.2

Ôèã. 4

Íà ôèã. 4à, 4á ïîêàçàíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè êâàäðàòà ôàçîâîé ñêîðîñòè
ξ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí îò s äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà µ∗ = 0.5, 1, 2,
ν1 = ν2 = 0.3, ïðè θ = 0.8 è θ = 1.2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ξ = ξR2 âñå ãðàôè-
êè ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, ÷òî ïîäòâåðæäàåò òîò ôàêò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå (11) íå çàâèñèò îò µ∗.

II) Ïóñòü òåïåðü, 1− ξθ < 0; 1− ξθη1 > 0

th(kh
√
1− ξθ) = itg(kh

√
ξθ − 1); th(kh

√
1− ξθη1) ∼ 1

èç (11) ñëåäóåò

tg
(
s
√
ξθ − 1

)
=

=

√
ξθ − 1ν1,1

(
2µ∗β

2
1ν2,1 + θν1,1

(
β2
2 − ν2,1ν2,2

))
µ∗ (1 + β4

1) ν2,1 + µ∗ξ2θ2η1ν2,1 + θ (−µ∗ξ (1 + η1) ν2,1 + β2
1ν1,1 (β

2
2 − ν2,1ν2,2))

(18)

Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ìîä ïîâåðõíîñòíûõ âîëí
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Ôèã. 5: Çàâèñèìîñòü ξ îò s ïðè µ = 1; θ = 2; ν1 = ν2 = 0.3

Íà ôèã 5 ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè êâàäðàòà ôàçîâîé ñêîðîñòè ξ îò
ïàðàìåòðà s. Ýòè ãðàôèêè íàïîìèíàþò ãðàôèêè âîëí Ëÿâà [4]. Â îòëè÷èå îò
âîëí Ðåëåÿ ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýòèõ ìîä çàâèñÿò îò äëèíû âîëíû, ò.å.
èìååò ìåñòî äèñïåðñèÿ.

III) ïðè 1− ξθ < 0; 1− ξθη1 < 0 íå óäà¼òñÿ ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêóþ ôîðìó-
ëó äëÿ ôàçîâîé ñêîðîñòè. Íà ôèã (6) ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ôàçîâîé
ñêîðîñòè ïîâåðõíîñòíûõ âîëí îò s = kh, ïðåäñòàâëÿþùåãî âîëíîâîå ÷èñëî.

Ïðè ct,1 < ct,2 ñ óâåëè÷åíèåì s êîëè÷åñòâî ìîä ïîâåðõíîñòíûõ âîëí óâåëè÷è-
âàåòñÿ.

Ôèã. 6: Çàâèñèìîñòü ξ îò s ïðè µ∗ = 1; θ = 6; ν1 = ν2 = 0.3

Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è â êàæäîì èç ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àåâ îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ. Íåìàëûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò
èçìåíåíèå ïåðåìåùåíèé âäîëü îñè Oz, îäíàêî, êàê èçâåñòíî, â îáùåì ñëó÷àå èõ
âû÷èñëèòü íåâîçìîæíî. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ âîëíû ñ âîëíîâûì ÷èñëîì k âñåãäà
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âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî:

π
k∫

0

 0∫
−h

E
(1)
P dz +

∞∫
0

E
(2)
P dz

 dx =

π
k∫

0

 0∫
−h

E
(1)
K dz +

∞∫
0

E
(2)
K dz

 dx

ãäå

E
(j)
K = ρj

1

2

((
∂u(j)

∂t

)2

+

(
∂w(j)

∂t

)2
)

- óäåëüíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ,

E
(j)
P =

1

2

∑
l,m

σ
(j)
l,mε

(j)
l,m - ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ,

ïðîèçâîëüíûé ìíîæèòåëü â ðåøåíèè âûáåðåì òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

π
k∫

0

 0∫
−h

E
(1)
P dz +

∞∫
0

E
(2)
P dz

 dx = 1 (19)

Âû÷èñëåííûå òàêèì îáðàçîì ïåðåìåùåíèÿ íàçîâåì íîðìàëèçîâàííûìè. Íà ôèã.
7 ïðåäñòàâëåíû íîðìàëèçîâàííûå ïåðåìåùåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå äàííûìÔèã.2(á).

Ôèã. 7: Íîðìàëèçîâàííûå ïåðåìåùåíèÿ u (ïóíêòèð) è w (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) ïî
îñè z ïðè s = 15 è ξ = {0.857, 0.862} äëÿ ïðàâîé ïàðû ãðàôèêîâ è

ξ = {0.85, 0.89} - äëÿ ëåâîé ïàðû.

Ëåâàÿ ïàðà ãðàôèêîâ Ôèã.7 ïîêàçûâàåò, ÷òî âñëåäñòâèå áëèçîñòè ñêîðîñòåé
ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí âäîëü ñâîáîäíîé ãðàíèöû ñëîÿ è ëèíèè ñêîëüæåíèÿ, ïå-
ðåìåùåíèÿ òî÷åê ñëîÿ ñòðåìÿòñÿ ê ñèììåòðè÷íîìó è êîñîñèììåòðè÷íîìó, îòíî-
ñèòåëüíî ñåðåäèíû ñëîÿ, ðàñïðåäåëåíèþ, â òî âðåìÿ êàê âî âòîðîì ñëó÷àå (ïðà-
âàÿ ïàðà) ÿâíî âûäåëÿþòñÿ äâå âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ âäîëü ñâîáîäíîé
ãðàíèöû ñëîÿ è ïî ëèíèè ðàçäåëà ìàòåðèàëîâ. Ïðè ýòîì ãðàôèê íà Ôèã. 2(á),
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ðàñïîëîæåííûé íèæå, ñîîòâåòñòâóåò âîëíå, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ ïî ëèíèè ðàç-
äåëà ìàòåðèàëîâ, à ãðàôèê, ðàñïîëîæåííûé âûøå, - âîëíå, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ
âäîëü ñâîáîäíîé ãðàíèöû ñëîÿ.

Íà Ôèã.8 ïðåäñòàâëåíû íîðìàëèçîâàííûå ïåðåìåùåíèÿ u è w ïî îñè z âãëóáü
ïîëóïëîñêîñòè äëÿ ÷åòûð¼õ ìîä âîëíû.

Ôèã. 8: Íîðìàëèçîâàííûå ïåðåìåùåíèÿ u (ïóíêòèð) è w (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) ïî
îñè z äëÿ ÷åòûð¼õ ìîä âîëíû ïðè s = 9.5 è ξ = {0.43, 0.55, 0.711, 0.96}

Äëÿ íàãëÿäíîñòè íà Ôèã.9 ïðèâåäåíû òàêæå ðåëüåôíûå êàðòèíû, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ãðàôèêàì íà Ôèã.8.
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Ôèã. 9: Ðåëüåôû ïåðåìåùåíèé u (ñëåâà) è w(ñïðàâà) äëÿ ÷åòûð¼õ ìîä.

×èñëåííûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè s ýíåðãèÿ âîëí ïåðåõîäèò
îò ïîëóïëîñêîñòè ê ñëîþ. Ïðè ýòîì äëÿ âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ ñî ñêî-
ðîñòüþ, áëèçêîé ê ñêîðîñòè Ðýëåÿ â ñëîå ξR,1, ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýíåðãèè
äîñòèãàåòñÿ îêîëî íàðóæíîé ïîâåðõíîñòè ñëîÿ z = −h, à â ñëó÷àå âîëíû, ðàñïðî-
ñòðàíÿþùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ, áëèçêîé ê ñêîðîñòè ξ = ξ0, ýíåðãèÿ êîíöåíòðèðóåò-
ñÿ âáëèçè ïîâåðõíîñòè z = 0. Äëÿ îñòàëüíûõ ìîä âîëí ýíåðãèÿ ðàñïðåäåëÿåòñÿ â
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ñëîå áîëåå ðàâíîìåðíî.

á. Çàùåìë¼ííàÿ ïîâåðõíîñòü

u(1) = 0 , w(1) = 0

Äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå èìååò âèä

4θν1,1
(
β2
2 − ν2,1ν2,2

)
(ν1,1ν1,2 th [sν1,1]− th [sν1,2]) +

+ µ∗ν2,1

((1 + ν21,2
)2

+ 4− 8 sech [sν1,1] sech [sν1,2]β1

)
ν1,1ν1,2−

− 4
(
β2
1 + ν1,1

2ν1,2
2
)
th [sν1,1] th [sν1,2]

 = 0
(20)

Ïðè s� 1

θ2ν1,1ν1,2ξ
(
µ∗ξν2,1 − 4η1

(
β2
2 − ν2,1ν2,2

)
s+ µ∗ξν2,1 (1− 2η1) s

2
)
+O

(
s3
)
= 0 (21)

Ïðè s → 0 ïîëó÷àåòñÿ òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ξ = 0, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè
çàùåìë¼ííîé âíåøíåé ãðàíèöå ñëîÿ, äëèííûå îòíîñèòåëüíî òîëùèíû ñëîÿ ïî-
âåðõíîñòíûå âîëíû îòñóòñòâóþò. Ïðè s� 1

Åñëè 1− ξθ > 0, òî th(kh
√
1− ξθ) ∼ th(kh

√
1− ξθη1) ∼ 1 è èç (21) ïîëó÷àåì

−4 (1− ν1,1ν1,2)
(
µ∗
(
β2
1 − ν1,1ν1,2

)
ν2,1 + θν1,1

(
β2
2 − ν2,1ν2,2

))
= 0.

Ðàâåíñòâî íóëþ ïåðâîãî ìíîæèòåëÿ 1− ν1,1ν1,2 = 0, ïðèâîäèò ê çíà÷åíèþ

ξ =
1 + η1
θη1

(22)

êîòîðîå íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 1− ξθ > 0.

Ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ âòîðîé ìíîæèòåëü, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

µ∗
(
β2
1 − ν1,1ν1,2

)
ν2,1 + θν1,1

(
β2
2 − ν2,1ν2,2

)
= 0, (23)

êîòîðîå áûëî èññëåäîâàíî âûøå. Îòìåòèì, ÷òî ïðè θ ≤ 1 â çàâèñèìîñòè îò çíà-
÷åíèé äðóãèõ ïàðàìåòðîâ ëèáî ïîâåðõíîñòíîé âîëíû íå ñóùåñòâóåò, ëèáî ðàñ-
ïðîñòðàíÿåòñÿ îäíà ïîâåðõíîñòíàÿ âîëíà, â òî âðåìÿ êàê ïðè θ > 1 ñóùåñòâóåò
áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ìîä ïîâåðõíîñòíûõ âîëí.

Íà Ôèã.10 è Ôèã.11 ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè êâàäðàòà ôàçîâîé ñêî-
ðîñòè ξ îò ïàðàìåòðà s â ñëó÷àå îäíîé âîëíû ïðè θ ≤ 1 è â ñëó÷àå θ > 1 ñîîòâåò-
ñòâåííî.
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Ôèã. 10: Çàâèñèìîñòü ξ îò s ïðè µ∗ = 1.5; θ = 4; ν1 = ν2 = 0.3

Ôèã. 11: Çàâèñèìîñòü ξ îò s ïðè µ∗ = 1; θ = 0.85; ν1 = ν2 = 0.3

â. Óñëîâèå ñèììåòðèè (óñëîâèå àíòè Íàâüå).

w(1) = 0 , σ
(1)
31 = 0

Äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå áóäåò èìåòü âèä

θν1,1
(
β2
2 − ν2,1ν2,2

)
th (sν1,1) th (sν1,2)+

+ µ∗ν2,1
(
β2
1 th (sν1,2)− ν1,1ν1,2 th (sν1,1)

)
= 0

(24)

Ïðè s� 1

ν1,2θs

(
µ∗ξ

(
ξc0
4

− (1− θ1)

)
ν2,1 + ν21,1

(
β2
2 − ν2,1ν2,2

)
s

)
= 0 (25)
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îòêóäà

ξ = ξS −
(1− 2η1)

2
(
(1− ξS/2)

2 −
√
1− ξS

√
1− ξSη2

)
µ∗ (1− η1)

√
1− ξSη2

s+O
(
s2
)

×òî ñîâïàäàåò ñ (14) â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè.

ã. Óñëîâèå àíòèñèììåòðèè (óñëîâèå Íàâüå)

u(1) = 0, σ
(1)
33 = 0

Äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå èìååò âèä

θν1,1
(
β2
2 − ν2,1ν2,2

)
+ µ∗ν2,1

(
β2
1 th [sν1,1]− ν1,2ν1,1 th [sν1,2]

)
= 0 (26)

Ïðè s� 1

ν1,1θ

(
1

4
sµ∗ξ

2θν2,1 +
(
β2
2 − ν2,1ν2,2

))
= 0 (27)

îòêóäà ξ = ξR2+
µ∗θξ

2
R2

√
1−η2ξR2(4−4ξR2+ξ2R2)

2(4−4η2−12ξR2+8η2ξR2+6ξ2R2−ξ3R2)
s+O

(
s2
)
ñîâïàäàåò ñ (10) â ïåðâîì

ïðèáëèæåíèè.

Ïðîâåäåííûé äëÿ ïîñëåäíèõ äâóõ ñëó÷àåâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà âíåøíåé ãðà-
íèöå ñëîÿ ÷èñëåííûé àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî êàðòèíà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí âäîëü
ëèíèè ðàçäåëà ìàòåðèàëîâ ïîäîáíà êàðòèíàì, ïðåäñòàâëåííûì âûøå äëÿ ñëó÷àÿ
ñâîáîäíîé âíåøíåé ãðàíèöû ñëîÿ.

Çàêëþ÷åíèå

Èññëåäîâàí âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí â ñèñòåìå ñëîé � ïî-
ëóïëîñêîñòü, êîãäà íà ëèíèè ñòûêà èìåþò ìåñòî óñëîâèÿ ñêîëüæåíèÿ. Âûÿñ-
íåíî, ÷òî ïðè s � 1 (êîãäà äëèíà âîëíû íàìíîãî ìåíüøå òîëùèíû ñëîÿ) è
ξ < min

(
1
θ , 1
)
ïîâåðõíîñòíàÿ âîëíà, ðàñïðîñòðàíÿþùàÿñÿ âäîëü ëèíèè ðàçäåëà

ìàòåðèàëîâ z = 0 è èìåþùàÿ ñêîðîñòü ξ0, ñóùåñòâóåò ïðè âñåõ ÷åòûð¼õ ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèÿõ íà ïîâåðõíîñòè ñëîÿ z = −h.

Ïðè s � 1 è θ > 1 äëÿ ëþáîãî ξ èç 1/θ < ξ < 1 ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå
ìíîæåñòâî âîëíîâûõ ÷èñåë k, óäîâëåòâîðÿþùèõ äèñïåðñèîííîìó óðàâíåíèþ.

Ïðè s � 1 (äëèííûå âîëíû) âîëíà, êîòîðàÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âäîëü ëèíèè
z = 0 è èìååò ñêîðîñòü ξS , ñóùåñòâóåò òîëüêî â ñëó÷àÿõ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè
ñëîÿ è ïðè óñëîâèè ñèììåòðèè íà âíåøíåé ãðàíèöå.

Âîëíà, êîòîðàÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âäîëü ëèíèè z = 0 è èìååò ñêîðîñòü, îïðå-
äåëÿåìóþ ôîðìóëîé (13), ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ñâîáîäíîé
ïîâåðõíîñòè è óñëîâèÿõ àíòèñèììåòðèè íà ãðàíèöå ñëîÿ.

Ïðè äëèííûõ âîëíàõ ýíåðãèÿ âîëíû ãëàâíûì îáðàçîì ðàñïðåäåëåíà â ïîëó-
ïëîñêîñòè, à ïðè óâåëè÷åíèè s, ò.å. äëÿ êîðîòêèõ âîëí, îíà ïåðåõîäèò â ñëîé.
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