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On the paper, using the system of equations corresponding to the classical theory of orthotropic cylindrical 
shells, the free vibrations of thin elastic orthotropic circular cylindrical panel with hinge-mounted end is 
investigated. To calculate the eigen frequencies and to identify the respective natural modes it is employ the 
generalized Kantorovich-Vlasov method of reduction to ordinary differential equations. The dispersion equations 
for finding the eigen frequencies of possible types of vibrations are derived. An asymptotic link betwееn the 
dispersion equations of problem in hаnd and analogous problem for the rectangular plate is shown. Also, a link 
between the dispersion equations of the problem in hand and the boundary-value problem for the semi - infinite 
orthotropic circular cylindrical panel with free edges  is shown.  

 
Գ.Ռ. Ղուլղազարյան 

Ծայրում հոդակապորեն ամրակցված բարակ առաձգական օրթոտրոպ  
գլանաձև վահանակի ազատ տատանումները: 

 
Հիմնաբառեր եզրային տատանումներ, սեփական հաճախություններ, գլանաձև վահանակ։ 

 
Աշխատանքում, օգտվելով օրթոտրոպ գլանային թաղանթների դասական տեսությանը համապա-

տասխան հավասարումների համակարգից, հետազոտվում է ծայրում հոդակապորեն ամրակցված 
բարակ առաձգական օրթոտրոպ գլանաձև վահանակի ազատ սեփական տատանումները: Սեփական 
հաճախությունների արժեքները և նրանց համապատասխան սեփական ֆունկցիաները գտնելու հա-
մար կիրառվում է սովորական դիֆերենցիալ հավասրումների բերման Կանտորովիչ-Վլասովի 
մեթոդը: Հնարավոր տիպերի սեփական տատանումների հաճախությունները գտնելու համար ար-
տածված են դիսպերսիոն հավասարումներ: Ասիմպտոտիկ կապ է հաստատված դիտարկվող խնդրի 
և  ուղղանկյուն օրթոտրոպ սալի համար նման խնդրի դիսպերսիոն հավասարումների միջև: Ասիմպ-
տոտիկ կապ է հաստատված նաև, դիտարկվող խնդրի և երեք եզրերով ազատ կիսաանվերջ օրթո-
տրոպ գլանային թաղանթի սեփական արժեքների որոնման խնդրի դիսպերսիոն հավասարումների 
միջև:  

 
В статье с использованием системы уравнений, соответствующей классической теории ортотропных 

цилиндрических оболочек, исследованы свободные колебания тонкой упругой ортотропной круговой 
цилиндрической панели с шарнирно-закрепленным торцом. Для расчета собственных частот и иденти-
фикации соответствующих собственных мод используется обобщенный метод сведения к обыкновенным 
дифференциальным уравнениям Канторовича-Власова. Получены дисперсионные уравнения для нахож-
дения собственных частот возможных типов колебаний. Показана асимптотическая связь между диспер-
сионными уравнениями рассматриваемой задачи и аналогичной задачи для прямоугольной пластины. 
Также показана связь между дисперсионными уравнениями рассматриваемой задачи и краевой задачи для 
полубесконечной ортотропной круговой цилиндрической панели со свободными краями. 
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Введение. Известно, что у свободного края ортотропной пластинки, независимо 
друг от друга, существуют планарные и изгибные колебания [1]-[3]. При искривле-
нии пластинки два указанных типа колебания оказываются связанными, давая начало 
двум новым типам локализованных у свободного края (преимущественно планарных 
и преимущественно изгибных типов) колебаний. У свободного края упругой 
цилиндрической панели происходит трансформация одного типа колебания в другой. 
При этой трансформации колебаний, с учетом геометрических и механических 
параметров панели, возникает сложная картина распределения частот собственных 
колебаний конечных и бесконечных цилиндрических панелей со свободным краем 
[4]-[13]. Заметим, еще, что для тонких цилиндрических оболочек со свободным 
краем первые частоты распределены очень густо. Поэтому численный расчет не 
всегда эффективен. С увеличением числа свободных краев цилиндрических панелей 
картина распределения частот собственных колебаний становится более сложной 
[10]-[13]. Поэтому, исследования краевого резонанса пластин и цилиндрических 
панелей с шарнирно закрепленным краем являются наиболее трудными задачами в 
теории колебаний пластин и оболочек [7-9]. Эти трудности преодолеваются с 
помощью комбинирования аналитической и асимптотической теорий, а также 
численными методами. В настоящей работе исследуются свободные колебания 
тонкой упругой цилиндрической панели с шарнирно-закрепленным краем. Задача не 
допускает разделения переменных. Дифференциальный оператор, соответствующий 
задаче, самосопряженный и неотрицательно определенный. Поэтому, для нахожде-
ния собственных частот и соответствующих собственных форм можно применять 
обобщенный метод сведения к обыкновенным дифференциальным уравнениям 
Канторовича-Власова [14]-[18]. В качестве базисных функций используются соб-
ственные функции задачи 

 
௏ூூூݓ ൌ ,ݓ଼ߠ ఉୀ଴,௦|ݓ ൌ ᇱ|ఉୀ଴,௦ݓ ൌ ᇱᇱ|ఉୀ଴,௦ݓ ൌ ᇱᇱᇱ|ఉୀ଴,௦ݓ ൌ 0,			0 ൑ ߚ ൑  (1) .	ݏ

 
Задача (1) самосопряженная и положительно определенная. Собственным значениям 
௠଼ߠ 	,݉ ൌ 1,∞തതതതതത  задачи (1)  соответствуют собственные функции 
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которые, вместе с их производными до второго порядка, образуют ортогоналъный 
базис в гильбертовом пространстве ܮଶ	ሾ0, ݉,௠ߠ [8],[9]. Заметим, что	ሿݏ ൌ 1,∞തതതതതത  
положительные нули определителя Вронского функции (3) в точке ߚ ൌ   Введем  .ݏ
обозначения 
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(4) 

Заметим, что в формулах (3) (4) производные взяты по ߠ௠ߚ и		ߚ௠	
ᇱ → 	௠ߚ ,1

ᇱᇱ → 1, 
при	݉ → ൅∞. 

 
1. Постановка задачи и основные уравнения. Предполагается, что образу-
ющие цилиндрической панели ортогональны торцам панели. На срединной поверх-
ности оболочки вводятся криволинейные координаты (ߙ, ሺ0ߙ где ,(ߚ ൑ ߙ ൑ ݈ሻ  и 
ሺ0ߚ ൑ ߚ ൑ -ሻ изменяются соответственно по образующей и направляющей окружноݏ
сти. Здесь  ݈	– длина цилиндрической панели, а ݏ	– длина направляющей окружности 
срединной поверхности. 
     В качестве исходных уравнений, описывающих колебания оболочек, используют-
ся уравнения, которые соответствуют классической теории ортотропных цилиндри-
ческих оболочек, записанных в выбранных криволинейных координатах ߙ,  [19] ߚ
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Здесь ݑଵ ,	ݑଶ ,	ݑଷ– проекции вектора перемещений соответственно в направлениях ∝
, и нормали к срединной поверхности панели; R ߚ – радиус направляющей 
окружности срединной поверхности; ߤସ ൌ ݄ଶ/12 (h– толщина оболочки); ).	Շ ൌ ߱ଶߩ, 
где 	߱– угловая частота собственных колебаний; ߩ– плотность материала; ܤ௜௝ – 
коэффициенты упругости цилиндрической панели.  

Граничные условия, при l,0  и  s,0  имеют вид [19].  
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Соотношения (1.2) и (1.4) выражают условия свободного края при ∝ൌ 0	и	ߚ ൌ 0,  ݏ
соответственно. Соотношения (1.3) являются условиями шарнирного закрепления 
при ∝ൌ ݈, (Рис.1).  
 
2. Вывод и анализ характеристических уравнений.   
В первом, втором и третьем уравнениях системы (1.1), спектральный параметр 	Շ 

формально заменим на 	Շଵ, 	Շଶ, 	Շଷ соответственно. Решение системы (1.1) ищем в виде 
 
ሺݑଵ, ,ଶݑ ଷሻݑ ൌ ሼݑ௠ݓ௠ሺߠ௠ߚሻ, ௠ᇱݓ௠ݒ ሺߠ௠ߚሻ, ሻሽߚ௠ߠ௠ሺݓ expሺߠ௠ߙߵሻ ,݉ ൌ 1,∞തതതതതത	.      (2.1) 

 
Здесь 	ݓ௠ሺߠ௠ߚሻ,݉ ൌ 1,∞തതതതതത		- определяются 
по формуле (2), 	ݑ௠	, -неопре –ߵ	,௠ݒ
деленные постоянные. 

При этом условия (1.4) выполняются 
автоматически. Подставим (2.1) в (1.1). 
Полученные уравнения скалярным 
образом умножаем на вектор функции 
ሺݓ௠ሺߠ௠ߚሻ, ௠ᇱݓ ሺߠ௠ߚሻ, -ሻሻ и интегриߚ௠ߠ௠ሺݓ
руем в пределах от 0 до ݏ . Из первых 
двух полученных уравнений имеем 
 
ሺܿ௠ ൅ ࣟ௠ଶ ܽଶ݃௠݀௠ሻݑ௠ ൌ ࣟ௠ߵ ቄܽ௠ െ

ܽଶ
஻మమሺ஻భమା஻లలሻ

஻భభ஻లల
௠ᇱߚ	 ݈௠ ൅ ࣟ௠ଶ ܽଶ

஻మమ	஻భమ
஻భభ஻లల

݀௠	ቅ , (2.2) 

ሺܿ௠ ൅ ࣟ௠ଶ ܽଶ݃௠݀௠ሻݒ௠ ൌ ࣟ௠ሼܽଶ݃௠݈௠ െ	ܾ௠ߚ௠	ሽ,   (2.3) 

а из третьего уравнения, учитывая соотношения (2.2) и (2.3), получим характе-
ристические уравнения 
 
ܴ௠௠ܿ௠ ൅ ࣟ௠ଶ ሼܿ௠ ൅ ܾ௠ߚ௠ᇱ െ

஻భమ
஻భభ

ଶܽ௠ߵ	 ൅ ܽଶሾܴ௠௠݃௠݀௠ െ 2݈௠ܾ௠ߚ௠ᇱ ሿ ൅ ࣟ௠ଶ ܽଶ݀௠ ቀܾ௠ ൅

஻భమ
஻భభ

ଶቁߵ	 ൅ ܽସ݃௠݈௠ଶ ௠ᇱߚ ቅ ൌ 0,݉ ൌ 1,∞തതതതതത	.   (2.4) 

ܽ௠ ൌ
஻భమ
஻భభ

ଶߵ	 ൅
஻మమ
஻భభ

௠ᇱߚ ൅
஻భమ
஻భభ

ଶ௠ߟ
ଶ ൅ ሺߚ௠ᇱ െ ௠ᇱᇱሻߚ

஻మమ	஻భమ
஻భభ஻లల

; ܾ௠ ൌ ଶߵଵܤ െ
஻మమ
஻భభ

ሺߚ௠ᇱ െ ଵ௠ଶߟ ሻ; 

ܿ௠ ൌ ସߵ െ ଶߵଶܤ ൅ ቀ
஻లల
஻భభ

ଵ௠ଶߟ ൅ ଶ௠ߟ
ଶ ቁߵଶ ൅ ሺߚ௠ᇱ െ ଵ௠ଶߟ ሻ ቀ

஻మమ
஻భభ

௠ᇱᇱߚ െ
஻లల
஻భభ

ଶ௠ߟ
ଶ ቁ :   (2.5) 

ଵܤ ൌ
஻భభ஻మమି஻భమ

మ ି஻భమ஻లల
஻భభ஻లల

, ଶܤ ൌ
஻భభ஻మమఉ೘

ᇲᇲି஻భమ
మ ఉ೘

ᇲ ିଶ஻భమ஻లలఉ೘
ᇲ

஻భభ஻లల
, ݀௠ ൌ

ସ஻లల
஻భభ

ଶߵ െ	ߚ௠ᇱᇱ ,  

Рис. 1. 
O

y
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
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݃௠ ൌ
஻మమ
஻లల

ଶߵ െ
஻మమ
஻భభ

௠ᇱߚ ൅
஻మమ
஻భభ

ଵ௠ଶߟ , ݈௠ ൌ
஻భమାସ஻లల

஻మమ
ଶߵ െ ௠ᇱᇱߚ ௜௠ଶߟ , ൌ

஻మమՇ೔
஻లలఏ೘

మ 	 , ݅ ൌ 1,3തതതത  , 

ܴ௠௠ ൌ ܽଶ ቀ
஻భభ
஻మమ

ସߵ	 െ
ଶሺ஻భమାଶ஻లలሻ

஻మమ
௠ᇱߚ ଶߵ ൅ ௠ᇱߚ ௠ᇱᇱቁߚ െ

஻లల
஻మమ

ଷ௠ߟ
ଶ , ܽଶ ൌ ௛

మ

ଵଶ
௠ଶߠ 	, ࣟ௠ ൌ

ଵ

ோఏ೘
	. 

Пусть ߵ௝,݆ ൌ 1,4തതതത - попарно различные нули уравнения (2.4) с неположительными 
действительными частями и ߵ௝ାସ ൌ െ ݆			,௝ߵ ൌ 1,4തതതത. Пусть (ݑଵ

ሺ௝ሻ, ଶݑ
ሺ௝ሻ, ଷݑ

ሺ௝ሻ) , j=1,8തതതത 
нетривиальные решения вида (2.1) системы (1.1) при 	ߵ ൌ ,	௝ߵ j ൌ 1,8തതതത  соответственно. 
Решение задачи (1.1)-(1.4) ищем в виде   

௜ݑ ൌ ∑ ௜ݑ
ሺ௝ሻ଼

௝ୀଵ ݅	,௝ݓ ൌ 1,2,3. (2.6) 
 
Подставим (2.6) в граничные условия (1.2) и (1.3).  Скалярным образом, каждое 

полученное уравнение, кроме второго,  умножаем на ݓ௠ሺߠ௠ߚሻ, а второе на ݓ௠ᇱ ሺߠ௠ߚሻ 
и интегрируем в пределах от 0 до s . В итоге получим совокупностъ систем 
уравнений 

 

ە
ۖ
۔

ۖ
∑ۓ

ெ೔ೕ
ሺ೘ሻ௪ೕ

௖೘
ሺೕሻାࣟ೘

మ ௔మ௚೘
ሺೕሻௗ೘

ሺೕሻ 	 , ݅ ൌ 1,4തതതത଼
௝ୀଵ

∑
ெ೔ೕ
ሺ೘ሻ ୣ୶୮൫ఏ೘తೕ,ఈ൯	௪ೕ

௖೘
ሺೕሻାࣟ೘

మ ௔మ௚೘
ሺೕሻௗ೘

ሺೕሻ
଼
௝ୀଵ , 5,8തതതത

		݉ ൌ 1,∞തതതതതത	       (2.7) 

 

ଵ௝ܯ
ሺ௠ሻ ൌ ௝ߵ

ଶܽ௠
ሺ௝ሻ െ

஻భమ
஻భభ

	ܾ௠
ሺ௝ሻߚ௠ᇱ െ

஻భమ
஻భభ

	ܿ௠
ሺ௝ሻ ൅ ࣟ௠ଶ ܽଶ

஻భమ஻మమ
஻భభ
మ ݀௠

ሺ௝ሻሺߚ௠ᇱ െ ଵ௠ଶߟ ሻ  

െܽଶ
஻భమ
஻భభ

	݈௠
ሺ௝ሻߚ௠ᇱ ቀ ௝ߵ

ଶ ൅
஻భమ
஻భభ

௠ᇱߚ	 െ
஻భమ
஻భభ

ଵ௠ଶߟ	 ቁ,  

ଶ௝ܯ
ሺ௠ሻ ൌ ௠ᇱߚ 	௝ߵ ቄܽ௠

ሺ௝ሻ ൅ ܾ௠
ሺ௝ሻ ൅ ܽଶ ቂ4ܿ௠

ሺ௝ሻ െ ݈௠
ሺ௝ሻ ቀ

஻మమ
஻లల

௝ߵ
ଶ ൅

஻భమ஻మమ
஻భభ஻లల

௠ᇱߚ ൅
஻మమ
஻భభ

ଵ௠ଶߟ	 ቁቃ  

൅ࣟ௠ଶ ܽଶ ቀ4ܾ௠
ሺ௝ሻ ൅

஻భమ஻మమ
஻భభ஻లల

݀௠
ሺ௝ሻ െ 4ܽଶ݃௠

ሺ௝ሻ ஻భమ
஻మమ

௝ߵ
ଶቁቅ,   (2.8)	

ଷ௝ܯ
ሺ௠ሻ ൌ ቀ ௝ߵ

ଶ െ
஻భమ
஻భభ

௠ᇱߚ	 ቁ ܿ௠
ሺ௝ሻ ൅ ࣟ௠ଶ ቒܽଶ݃௠

ሺ௝ሻ ቀ
ସ஻లల
஻మమ

௝ߵ
ସ െ

஻భభ஻మమఉ೘
ᇲᇲି஻భమ

మ ఉ೘
ᇲ

஻భభ஻మమ
௝ߵ
ଶቁ െ

஻భమ
஻భభ

	ܾ௠
ሺ௝ሻߚ௠ᇱ ቓ,  

ସ௝ܯ
ሺ௠ሻ ൌ 	௝ߵ ቄቀ ௝ߵ

ଶ െ
஻భమାସ஻లల

஻భభ
௠ᇱߚ	 ቁ ܿ௠

ሺ௝ሻ ൅ ࣟ௠ଶ ሾܽଶ݃௠
ሺ௝ሻ ቀ

ସ஻లల
஻మమ

௝ߵ
ସ െ  

    െ஻భభ஻మమఉ೘
ᇲᇲି஻భమ

మ ఉ೘
ᇲ ିସ஻భమ஻లల	ఉ೘

ᇲ

஻భభ஻మమ
௝ߵ
ଶቁ െ

஻భమାସ஻లల
஻భభ

	ܾ௠
ሺ௝ሻߚ௠ᇱ ቃቅ  , 

ହ௝ܯ
ሺ௠ሻ ൌ ቀ	ܾ௠

ሺ௝ሻ ൅ ࣟ௠ଶ ܽଶ݃௠
ሺ௝ሻ݈௠

ሺ௝ሻቁ ௠ᇱߚ , ଺௝ܯ
ሺ௠ሻ ൌ ଵ௝ܯ

ሺ௠ሻ, ଻௝ܯ	
ሺ௠ሻ ൌ 	ܿ௠

ሺ௝ሻ ൅ ࣟ௠ଶ ܽଶ݃௠
ሺ௝ሻ݀௠

ሺ௝ሻ, ௝଼ܯ	
ሺ௠ሻ ൌ ଷ௝ܯ

ሺ௠ሻ	.  

Верхний индекс ሺ݆ሻ означает, что соответствующая функция взята при ߵ ൌ  .	௝ߵ
Чтобы система (2.7) имела нетривиальное решение необходимо и достаточно, чтобы 

 
∆ൌ exp൫െ∑ 	௝ݖ

ସ
௝ୀଵ ൯ݐ݁ܦฮ ௜ܶ௝

ሺ௠ሻฮ
௜,௝ୀଵ

ଶ
ൌ 0, ݉ ൌ 1,∞തതതതതത	.  (2.9) 
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ଵܶଵ
ሺ௠ሻ ൌ ฮܯ௜௝

ሺ௠ሻฮ
௜,௝ୀଵ

ସ
  ,     ଵܶଶ

ሺ௠ሻ ൌ ฮሺെ1ሻ௜ିଵܯ௜௝
ሺ௠ሻexp	ሺݖ௝	ሻฮ௜,௝ୀଵ

ସ
, 

ଶܶଵ
ሺ௠ሻ ൌ ฮܯ௜௝

ሺ௠ሻexp	ሺݖ௝	ሻฮ௜ୀହ,௝ୀଵ
଼,ସ

 ,      ଶܶଶ
ሺ௠ሻ ൌ ฮܯ௜௝

ሺ௠ሻฮ
௜ୀହ,௝ୀଵ

଼,ସ
	௝ݖ ,  ൌ ௠ߠ  ݈ . (2.10)	௝ߵ

 
Численный анализ показывает, что левая часть этого равенства становится малой, 

когда два корня уравнения (2.4) близки друг к другу. Это  сильно усложняет расчеты 
и может привести к появлению ложных решений. Оказывается, что множитель в 
левой части равенства (2.9), стремящийся к нулю при сближении корней, можно 
выделить. Для этого введем обозначения: 

 

൧	௝ݖ	௜ݖൣ  ൌ
ఏ೘௟൫ୣ୶୮ሺ௭೔	ሻ–ୣ୶୮൫௭ೕ	൯൯

൫௭೔	–௭ೕ	൯
, ൧	௞ݖ	௝ݖ	௜ݖൣ ൌ

ఏ೘௟൫ൣ௭೔	௭ೕ	൧–ሾ௭೔	௭ೖ	ሿ൯

൫௭೔	–௭ೖ	൯
,	 

ሾݖଵ	ݖଶ	ݖଷ	ݖସ	ሿ ൌ
ఏ೘௟ሺሾ௭భ	௭మ	௭య	ሿିሾ௭భ	௭మ	௭ర	ሿሻ

൫௭య	–௭ర	൯
,   

	ଵߪ ൌ ,	ଵߵሺ	ଵߪ ,	ଶߵ ,	ଷߵ ሻ	ସߵ ൌ 	ଵߵ ൅   ,	ସߵ൅	ଷߵ൅	ଶߵ

	ଶߪ ൌ ,ଵߵሺ	ଶߪ ,	ଶߵ ,	ଷߵ ሻ	ସߵ ൌ 	ଶߵ	ଵߵ ൅ 	ଷߵ	ଵߵ ൅    (2.11)	ସߵଷߵ൅	ସߵ	ଶߵ൅	ଷߵ	ଶߵ൅	ସߵ	ଵߵ

	ଷߪ ൌ ,ଵߵሺ	ଷߪ ,	ଶߵ ,	ଷߵ ሻ	ସߵ ൌ 	ଷߵ	ଶߵ	ଵߵ ൅ 	ଷߵ	ଶߵ	ଵߵ ൅   ,	ସߵ	ଷߵ	ଶߵ൅	ସߵ	ଶߵ	ଵߵ

	ସߪ  ൌ ,ଵߵሺ	ସߪ ,	ଶߵ ,	ଷߵ ሻ	ସߵ ൌ  ,	ସߵ	ଷߵ	ଶߵ	ଵߵ

ത௞ߪ ൌ ,ଵߵሺ	௞ߪ ,	ଶߵ ധ௞ߪ			,0ሻ	ଷߵ ൌ ,ଵߵሺ	ସߪ ,0,0ሻ	ଶߵ ݇ ൌ 1,4 . 

 
При этом  ߪതସ ൌ ധସߪ ൌ ധଷߪ ൌ 0. Пусть ௡݂, ݊ ൌ 1,6തതതത симметрический многочлен n-й 

степени от переменных ߵଵ, ,	ଶߵ ,	ଷߵ - Известно, что он выражается через элементар	.	ସߵ
ные симметрические многочлены единственным образом. Обозначая 

 
௡݂	 ൌ ௡݂	ሺߪଵ	, ,	ଶߪ ,	ଷߪ 	݂௡̅	ሻ;	ସߪ ൌ ݂௡̅ሺߪതଵ	, ,	തଶߪ ,	തଷߪ 0ሻ; ݂௡̿	 ൌ ݂௡̿	ሺߪധଵ	, ,	ധଶߪ 0,0ሻ; 	݊ ൌ 1,6തതതത	; (2.12)  

ଵ݂	 ൌ ;	ଵߪ 	 ଶ݂	 ൌ ଵߪ
ଶ െ ;	ଶߪ 	 ଷ݂	 ൌ ଵߪ

ଷ െ 	ଶߪ	ଵߪ2 ൅ ;	ଷߪ 	 ସ݂	 ൌ ଵߪ
ସ െ ଵߪ3

ଶߪଶ	 ൅ ଶߪ
ଶ ൅ 	ଷߪ	ଵߪ2 െ  	;	ସߪ

݂ହ̅	 ൌ തଵߪ
ହ െ തଵߪ4

ଷߪതଶ ൅ തଶߪതଵߪ3
ଶ ൅ തଷߪ	തଵଶߪ3 െ തଷ ; ݂଺̿ߪതଶߪ2 ൌ ധଵߪ

଺ െ ധଶߪധଵସߪ5 ൅ ധଶߪധଵଶߪ6
ଶ െ ധଶߪ

ଷ;  (2.13) 

 
и выполняя элементарные действия над столбцами определителя  (2.9), получим 

 
ฮݐ݁ܦ ௜ܶ௝

ሺ௠ሻฮ
௜,௝ୀଵ

ଶ
ൌ Кଶ	ݐ݁ܦฮ݉௜௝ฮ௜,௝ୀଵ

଼
	,݉ ൌ 1,∞തതതതതത		,		 (2.14) 

К ൌ ሺߵଵ	 െ 	ଵߵଶሻሺߵ െ 	ଵߵଷሻሺߵ െ 	ଶߵସሻሺߵ െ 	ଶߵଷሻሺߵ െ 	ଷߵସሻሺߵ െ   ସሻ . (2.15)ߵ
 
Выражения для ݉௜௝ 

приведены в приложении 1. Уравнение (2.9) эквивалентно 
уравнениям 

ฮ݉௜௝ฮ௜,௝ୀଵݐ݁ܦ
଼

ൌ 0	,݉ ൌ 1,∞തതതതതത		. (2.16) 

Учитывая возможные соотношения между 	Շଵ, 	Շଶ и 	Շଷ, заключаем, что уравнение 
(2.16) определяет частоты соответствующих типов колебаний. 



35 

При 	Շଵ ൌ 	Շଶ ൌ 	Շଷ ൌ Շ уравнение (2.4) - характеристическое уравнение системы 
(1.1), а уравнение (2.16) - дисперсионное уравнение задачи (1.1)-(1.4). 

В пункте 5 исследованы асимптотики дисперсионных уравнений (2.16) при ߝ௠ ൌ
1/ሺߠ௠ܴሻ → 0 (предельный переход к пластинке с шарнирно- закрепленным торцом 
или к локализации колебаний у свободных краев цилиндрической панели с 
шарнирно-закрепленным торцом) и при ߠ௠݈ → ∞ (предельный переход к полу-
бесконечной цилиндрической панели с шарнирно-закрепленным торцом или к лока-
лизации колебаний у свободных краев цилиндрической панели с шарнирно закреп-
ленным торцом). Для проверки достоверности полученных в пункте 5 асимптотиче-
ских связей, в следующих двух параграфах исследуются планарные и изгибные соб-
ственные колебания ортотропной прямоугольной пластины с шарнирно–закреплен-
ным торцом. 

 
3. Планарные колебания ортотропной прямоугольной пластины с шарнирно- 

закрепленным торцом. Пусть ортотропная прямоугольная пластина отнесена к 
триортогональной системе прямолинейных координат ሺ∝, ,ߚ  ሻ с началом вߛ
свободной торцевой плоскости 
так, что координатная плоскость 
∝  совпадает со срединной ߚ
плоскостью пластины, а главные 
направления упругости 
материала пластинки совпадают 
с координатными линиями 
(Рис.2).  

Пусть ݏ, ݈ являются шириной 
и длиной пластины соответствен-
но. При условиях свободного ко-
лебания рассматривается вопрос 
существования планарных коле-
баний прямоугольной пластины с шарнирно-закрепленным торцом. В качестве 
исходных уравнений, примем уравнения малых планарных колебаний, которые соот-
ветствуют классической теории ортотропных пластин [19]  
 
 െܤଵଵ 	

డమ௨భ
డ∝మ

െ	ܤ଺଺
డమ௨భ
డఉమ

െ ሺܤଵଶ ൅ ଺଺ሻܤ
డమ௨మ
డ∝డఉ

ൌ Շݑଵ; 

െሺܤଵଶ ൅ ଺଺ሻܤ
డమ௨భ
డ∝డఉ

െ ଺଺ܤ
డమ௨మ
డ∝మ

െ ଶଶܤ
డమ௨మ
డఉమ

	ൌ Շݑଶ ,   (3.1) 

 

Здесь ݑଵ, ଶ  – проекции вектора перемещений соответственно в направлениях ݑ , ; 
௜௝- коэффициенты упругости: Շܤ ൌ  ;ଶ, ߱ – угловая частота собственных колебаний߱ߩ
 плотность материала.  Граничные условия имеют вид – ߩ

 
డ௨భ
డ∝

൅
஻భమ
஻భభ

డ௨మ
డఉ
ቚ
∝ୀ଴

ൌ 0	,				
డ௨మ
డ∝

൅
డ௨భ
డఉ
ቚ
∝ୀ଴

ൌ 0	,  (3.2) 

ଶ|∝ୀ௟ݑ ൌ 0,    డ௨భ
డ∝

൅
஻భమ
஻భభ

డ௨మ
డఉ
ቚ
∝ୀ௟

ൌ 0,  (3.3) 

Рис. 2. 
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஻భమ
஻మమ

డ௨భ
డ∝

൅
డ௨మ
డఉ
ቚ
ఉୀ଴,௦

ൌ 0,  డ௨మ
డ∝

൅
డ௨భ
డఉ
ቚ
ఉୀ଴,௦

ൌ 0.		 (3.4) 

Соотношения (3.2) и (3.4) выражают условия свободного края при ∝ൌ 0	и	ߚ ൌ 0,  ݏ
соответственно. Соотношения (3.3) являются условиями шарнирного-закрепления 
при ∝ൌ ݈, (Рис.2). 

Задача (3.1)-(3.4) не допускает разделения переменных. Дифференциальный опе-
ратор, соответствующий задаче, самосопряженный и неотрицательно определенный. 
Поэтому, для нахождения собственных частот и соответствующих собственных форм 
можно применять обобщенный метод сведения к обыкновенным дифференциальным 
уравнениям Канторовича-Власова [14]- [18]. Решение системы (3.1) ищем в виде 

ሺݑଵ, ଶሻݑ ൌ ሼݑ௠ݓ௠ሺߠ௠ߚሻ, ௠ᇱݓ௠ݒ ሺߠ௠ߚሻሽ expሺߠ௠ߙݕሻ ,݉ ൌ 1,∞തതതതതത	.              (3.5) 

Здесь 	ݓ௠ሺߠ௠ߚሻ,݉ ൌ 1,∞തതതതതത	 -определяются по формуле (2),	ݑ௠	, -неопре –ݕ	,௠ݒ
деленные постоянные. При этом условия (3.4) выполняются автоматически. Под-
ставим (3.5) в (3.1). Полученные уравнения скалярным образом умножаем на вектор 
функции ሺݓ௠ሺߠ௠ߚሻ, ௠ᇱݓ ሺߠ௠ߚሻሻ и интегрируем в пределах от 0 до ݏ . В итоге получим 
систему уравнений 

ቀݕଶ െ
஻లల
஻భభ

ሺߚ௠ᇱ െ ௠ଶߟ ሻቁ ௠ݑ െ
஻భమା஻లల
஻భభ

௠ᇱߚݕ ௠ݒ ൌ 0,  

஻భమା஻లల
஻లల

௠ݑݕ ൅ ቀݕଶ െ
஻మమ
஻లల

௠ᇱᇱߚ ൅ ௠ଶߟ ቁ ௠ݒ ൌ 0,   (3.6) 

где ߟ௠ଶ ൌ Շ/ሺߠ௠ଶ ௠ᇱߚ	и	௠ߠ ଺଺ሻ, аܤ , ௠ᇱᇱߚ 	 определены в (2) и (4) соответственно. 
Приравнивая определитель системы (3.6) к нулю, получим характеристические 
уравнения системы уравнений (3.1) 
ܿ௠ ൌ ସݕ െ ଶݕଶܤ ൅ ቀ

஻లలା஻భభ
஻భభ

ቁ ௠ଶߟ ଶݕ ൅ ሺߚ௠ᇱ െ ௠ଶߟ ሻ ቀ
஻మమ
஻భభ

௠ᇱᇱߚ െ
஻లల
஻భభ

௠ଶߟ ቁ ൌ 0, ݉ ൌ 1,∞തതതതതത	 :  (3.7) 
Пусть ݕଵ и ݕଶ различные корни уравнения (3.7) с неположительными дейст-

вительными частями и  ݕଶା௝ୀିݕ௝	, ݆ ൌ 1,2	. В качестве решения системы (3.6) при ݕ ൌ
,	௝ݕ ݆ ൌ 1,4തതതത	 возьмем 
 
௠ݑ
ሺ௝ሻ ൌ

஻భమା஻లల
஻భభ

௠ᇱߚ	௝ݕ ௠ݒ  ,  
ሺ௝ሻ ൌ ௝ݕ

ଶ െ
஻లల
஻భభ

ሺߚ௠ᇱ െ ௠ଶߟ ሻ, ݆ ൌ 1,4തതതത . 
 
Представим решение задачи (3.1)-(3.4) в виде 
 
ଵݑ ൌ ∑ ௠ݑ

ሺ௝ሻସ
௝ୀଵ ሻߚ௠ߠ௠ሺݓ exp൫ߠ௠ݕ௝	ߙ൯ݓ௝	, ଶݑ ൌ ∑ ௠ݒ

ሺ௝ሻସ
௝ୀଵ ௠ᇱݓ ሺߠ௠ߚሻexp൫ߠ௠ݕ௝	ߙ൯ݓ௝	 (3.8) 

 
Подставим (3.8) в граничные условия (3.2) и (3.3). Каждое полученное уравнение, 

кроме второго, умножаем на ݓ௠ሺߠ௠ߚሻ, а второе на ݓ௠ᇱ ሺߠ௠ߚሻ	 и интегрируем в 
пределах от 0 до s . В итоге получим совокупность систем уравнений 
 

൝
∑ ܴଵ௝

ሺ௠ሻݓ௝	 ൌ 0,				 ∑ ܴହ௝
ሺ௠ሻ exp൫ݖ௝	൯ݓ௝	 ൌ 0,				ସ

௝ୀଵ
ସ
௝ୀଵ

∑ ܴଶ௝
ሺ௠ሻݓ௝	 ൌ 0,				 ∑ ܴ଺௝

ሺ௠ሻ exp൫ݖ௝	൯ 	௝ݓ	 ൌ 0.				ସ
௝ୀଵ

ସ
௝ୀଵ

	݉ ൌ 1,∞തതതതതത	 ,  (3.9) 

ܴଵ௝
ሺ௠ሻ ൌ ௝ݕ

ଶ ൅
஻భమ
஻భభ

ሺߚ௠ᇱ െ ௠ଶߟ ሻ, ܴଶ௝
ሺ௠ሻ ൌ 	௝ݕ ቀݕ௝

ଶ ൅
஻భమ
஻భభ

௠ᇱߚ ൅
஻లల
஻భభ

௠ଶߟ ቁ, (3.10) 
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ܴହ௝
ሺ௠ሻ ൌ ௝ݕ

ଶ െ
஻లల
஻భభ

ሺߚ௠ᇱ െ ௠ଶߟ ሻ, ܴ଺௝
ሺ௠ሻ ൌ ௝ݕ

ଶ ൅
஻భమ
஻భభ

ሺߚ௠ᇱ െ ௠ଶߟ ሻ, ݆ ൌ 1,4തതതത . 

 
Приравнивая определитель ∆е системы (3.9) к нулю, получим дисперсионные 

уравнения 

∆еൌ expሺെݖଵ	 െ ሻ	ଶݖ ሺݕଵ	 െ ሻଶ	ଶݕ ቀ
஻భమା஻లల
஻భభ

ቁ
ଶ
ሺݕଵ	 ൅ ௠ᇱߚሻሺ	ଶݕ െ ௠ଶߟ ሻܮ௠ሺߟ௠ሻ ൌ 0,  

      ݉ ൌ 1,∞തതതതതത	 ,   (3.11) 

௠ሻߟ௠ሺܮ ൌ Кଶሺߟ௠	ሻሺ1 െ expሺ2ݖଵ	 ൅ ሻሻ	ଶݖ2 ൅  

ሺݕଵ	 ൅ ሻ	ଵݖሻሺexpሺ	௠ߟሻКସሺ	ଶݕ ൅ expሺݖଶ	ሻሻሾݖଵ	ݖଶ	ሿ,   (3.12) 

Кସ,ଶሺߟ௠	ሻ ൌ ሺߚ௠ᇱ െ ௠ଶߟ ሻ ቀ
஻భభ஻మమఉ೘

ᇲᇲି஻భమ
మ ఉ೘

ᇲ

஻భభ஻లల
െ ௠ଶߟ ቁ േ ௠ଶߟ  ,	ଶݕ	ଵݕ	

ሾݖଵ	ݖଶ	ሿ=ߠ௠݈	ሺexpሺݖଶ	ሻ െ expሺݖଵ	ሻሻ/ሺݖଶെݖଵ	ሻ. ݖ௝	 ൌ ݆			,݈	௝ݕ௠ߠ ൌ 1,2. 

 
Совокупность	уравнений	ሺ3.11ሻ	эквивалентна	совокупности	уравнений,   
 
௠ሻߟ௠ሺܮ		 ൌ 0, ݉ ൌ 1,∞തതതതതത	.  (3.13) 
 
ߟ  ൌ 1 принадлежит предельному спектру оператора соответствующего задаче (3.1)-
(3.4). Этим фактом обосновывается существование множителя ሺߚ௠ᇱ െ ௠ଶߟ ሻ в формулах  
(3.11) ( см.[12]). 

Заметим, что если ݕଵ		и	ݕଶ	 корни уравнения (3.7) с отрицательными действи-
тельными частями, то при ߠ௠݈ → ∞ корни уравнения (3.13) аппроксимируются 
корнями уравнения 

Кଶሺߟ௠	ሻ ൌ ሺߚ௠ᇱ െ ௠ଶߟ ሻ ቀ
஻భభ஻మమఉ೘

ᇲᇲି஻భమ
మ ఉ೘

ᇲ

஻భభ஻లల
െ ௠ଶߟ ቁ െ ௠ଶߟ 	ଶݕ	ଵݕ	 ൌ 0,݉ ൌ 1,∞തതതതതത				   (3.14) 

Уравнения (3.14) являются аналогом уравнения Рэлея для достаточно длинной 
ортотропной прямоугольной пластины с тремя свободными сторонами (ср. [10-13]). 

Для нахождения соответствующих собственных форм необходимо определить 
коэффициенты ݓ௝	, ݆ ൌ 1,4തതതത	 из системы уравнений (3.9) при данной безразмерной 
характеристике собственного значения ߟ௠	. Можно взять 
 

ଵݓ ൌ
ோభ
ሺ೘ሻ ୣ୶୮ሺ௭భ	ାଶ௭మ	ሻାோఱమ

ሺ೘ሻோమ
ሺ೘ሻ ୣ୶୮ሺ௭భ	ሻିଶோభమ

ሺ೘ሻோమమ
ሺ೘ሻோఱభ

ሺ೘ሻ ୣ୶୮ሺ௭మ	ሻ

ோఱభ
ሺ೘ሻோభ

ሺ೘ሻିோఱభ
ሺ೘ሻோమ

ሺ೘ሻ ୣ୶୮ሺଶ௭భ	ሻାଶோభభ
ሺ೘ሻோమభ

ሺ೘ሻோఱమ
ሺ೘ሻ ୣ୶୮ሺ௭భ	ା௭మ	ሻ

,  

ଶݓ ൌ
ோఱభ
ሺ೘ሻோమ

ሺ೘ሻିோఱభ
ሺ೘ሻோభ

ሺ೘ሻ ୣ୶୮ሺଶ௭భ	ା௭మ	ሻିଶோభభ
ሺ೘ሻோమభ

ሺ೘ሻோఱమ
ሺ೘ሻ ୣ୶୮ሺ௭భ	ሻ

ோఱభ
ሺ೘ሻோభ

ሺ೘ሻିோఱభ
ሺ೘ሻோమ

ሺ೘ሻ ୣ୶୮ሺଶ௭భ	ሻାଶோభభ
ሺ೘ሻோమభ

ሺ೘ሻோఱమ
ሺ೘ሻ ୣ୶୮ሺ௭భ	ା௭మ	ሻ

,   (3.15) 

ଷݓ ൌ
ோఱమ
ሺ೘ሻோభ

ሺ೘ሻ ୣ୶୮ሺ௭భ	ሻାோఱమ
ሺ೘ሻோమ

ሺ೘ሻ ୣ୶୮ሺ௭భ	ାଶ௭మ	ሻିଶோభమ
ሺ೘ሻோమమ

ሺ೘ሻோఱభ
ሺ೘ሻ ୣ୶୮ሺଶ௭భ	ା௭మ	ሻ

ோఱభ
ሺ೘ሻோభ

ሺ೘ሻିோఱభ
ሺ೘ሻோమ

ሺ೘ሻ ୣ୶୮ሺଶ௭భ	ሻାଶோభభ
ሺ೘ሻோమభ

ሺ೘ሻோఱమ
ሺ೘ሻ ୣ୶୮ሺ௭భ	ା௭మ	ሻ

,  

ସݓ ൌ expሺݖଶ	ሻ , ܴଵ
ሺ௠ሻ ൌ ܴଵଵ

ሺ௠ሻܴଶଶ
ሺ௠ሻ െ ܴଵଶ

ሺ௠ሻܴଶଵ
ሺ௠ሻ,			ܴଶ

ሺ௠ሻ ൌ ܴଵଵ
ሺ௠ሻܴଶଶ

ሺ௠ሻ ൅ ܴଵଶ
ሺ௠ሻܴଶଵ

ሺ௠ሻ.  

 
3. Изгибные колебания ортотропной прямоугольной пластины с шарнирно- 
закрепленным торцом. Пусть имеется ортотропная прямоугольная пластинка и 
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݄, ,ݏ ݈ являются соответственно толщиной, шириной и длиной пластинки (Рис.2). В 
условиях свободного колебания рассматривается вопрос существования изгибных 
колебаний прямоугольной пластины с шарнирно - закрепленным торцом. В качестве 
исходного уравнения, примем уравнение малых изгибных колебаний, которое 
соответствует классической теории ортотропных пластин [19] 
  
ସߤ ቀܤଵଵ 	

డయ௨య
డ∝య

൅ 2ሺܤଵଶ ൅ 	଺଺ሻܤ2
డర௨య

డ∝మడఉమ
൅ ଶଶܤ

డర௨య
డఉర

ቁ ൌ Շݑଷ   (4.1) 
 

где ߙሺ0 ൑ ߙ ൑ ݈ሻ и ߚሺ0 ൑ ߚ ൑  ሻ являются ортогональными прямолинейнымиݏ
координатами точки срединной плоскости пластины: ݈	– длина, а ݏ	– ширина 
пластины;  ݑଷ  - нормальная компонента вектора перемещения точки срединной 
плоскости;  ߤସ ൌ ݄ଶ/12 (h– толщина пластины); 	Շ ൌ ߱ଶߩ, где 	߱– угловая частота 
собственных колебаний; ߩ– плотность материала; ܤ௜௝ – коэффициенты упругости 
материала. Граничные условия имеют вид 
 
 	డ

మ௨య
డ∝మ

൅
஻భమ
஻భభ

డమ௨య
డఉమ

ቚ	∝ୀ଴ ൌ 0, డ
య௨య
డ∝య

൅
஻భమାସ஻లల

஻భభ

డయ௨య
డ∝డఉమ

ቚ	∝ୀ଴ ൌ 0;  (4.2) 

ଷ|∝ୀ௟ݑ ൌ 0,   	డ
మ௨య
డ∝మ

൅
஻భమ
஻భభ

డమ௨య
డఉమ

ቚ	∝ୀ௟ ൌ 0  ;  (4.3)  

	
஻భమ
஻మమ

	
డమ௨య
డ∝మ

൅
డమ௨య
డఉమ

ቚ	ఉୀ଴,௦ ൌ 0,			
డయ௨య
డఉయ

൅
஻భమାସ஻లల

஻మమ

డయ௨య
డఉడఈమ

ቚ	ఉୀ଴,௦ ൌ 0,		  (4.4) 

где соотношения (4.2) и (4.4) выражают условия свободного края при ߙ ൌ 0	и	ߚ ൌ
0,  соответственно, а условия (4.3) являются условиями шарнирного закрепления ݏ
при ߙ ൌ ݈.	 Задача (4.1)-(4.4) не допускает разделения переменных. Дифферен-
циальный оператор, соответствующий задаче (4.1)-(4.4), – самосопряженный и 
неотрицательно определенный. Поэтому, для нахождения собственных частот и соот-
ветствующих собственных форм можно применять метод сведения к обыкновенным 
дифференциальным уравнениям Канторовича-Власова [14-18]. Решения уравнения 
(4.1) ищем в виде 
 
ଷݑ ൌ ሻߚ௠ߠ௠ሺݓ expሺߠ௠ߙݕሻ ,݉ ൌ 1,∞തതതതതത	,    (4.5) 
 
где  ݓ௠ሺߠ௠ߚሻ определены в (2), а ݕ	– неизвестная константа. При этом условия (4.4) 
выполняются автоматически. Подставим (4.5) в (4.1). Полученное уравнение 
умножая на ݓ௠ሺߠ௠ߚሻ и интегрируя в пределах от 0 до s, получим характе-
ристические уравнения 
 

ܴ௠௠ ൌ ܽଶ ቀ
஻భభ
஻మమ

ସߵ	 െ
ଶሺ஻భమାଶ஻లలሻ

஻మమ
௠ᇱߚ ଶߵ ൅ ௠ᇱߚ ௠ᇱᇱቁߚ െ

஻లల
஻మమ

௠ଶߟ ൌ 0, ݉ ൌ 1,∞തതതതതത	; (4.6)  

௠ଶߟ ൌ
Շ

ఏ೘
మ ஻లల

, ܽଶ ൌ ௠ଶߠ  ௛
మ

ଵଶ
 ,  (4.7) 

где ߠ௠	и		ߚ௠ᇱ , ௠ᇱᇱߚ   определены в (2) и (4) соответственно. Пусть ݕଷ	и		ݕସ различные 
корни уравнения (4.6) с неположительными действительными частями и ݕଶା௝ ൌ
െݕ௝, ݆ ൌ 3,4.	 Решение задачи (4.1)-(4.4) ищем в виде 
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ଷݑ ൌ ∑ ሻߚ௠ߠ௠ሺݓ exp൫ߠ௠ݕ௝ߙ൯ݓ௝
଺
௝ୀଷ 	.   (4.8) 

 
Подставим (4.8) в граничные условия (4.2) и (4.3). Умножая полученные урав-

нения на ݓ௠ሺߠ௠ߚሻ	 и интегрируя в пределах от 0 до s, получим систему уравнений 
 

൝
∑ ܴଷ௝

ሺ௠ሻݓ௝	 ൌ 0,				 ∑ ܴ଻௝
ሺ௠ሻ exp൫ݖ௝	൯ݓ௝	 ൌ 0,				଺

௝ୀଷ
଺
௝ୀଷ

∑ ܴସ௝
ሺ௠ሻݓ௝	 ൌ 0,				 ∑ ଼ܴ௝

ሺ௠ሻ exp൫ݖ௝	൯ 	௝ݓ	 ൌ 0.				଺
௝ୀଷ

଺
௝ୀଷ

	݉ ൌ 1,∞തതതതതത	 ,  (4.9) 

ܴଷ௝
ሺ௠ሻ ൌ ௝ݕ

ଶ െ
஻భమ
஻భభ

௠ᇱߚ , ܴସ௝
ሺ௠ሻ ൌ 	௝ݕ ቀݕ௝

ଶ െ
஻భమାସ஻లల

஻భభ
௠ᇱߚ ቁ,  (4.10) 

ܴ଻௝
ሺ௠ሻ ൌ 1, ଼ܴ௝

ሺ௠ሻ ൌ ௝ݕ
ଶ െ

஻భమ
஻భభ

௠ᇱߚ , ݆ ൌ 3,6തതതത . 

Приравнивая определитель ∆௣ системы (4.9) к нулю, получим дисперсионные 
уравнения 
 
∆௣ൌ expሺെݖଷ	 െ ሻ	ସݖ ሺݕଷ	 െ 	ଷݕሻଶሺ	ସݕ ൅ ሻ	௠ߟሺ	௠ܩሻ	ସݕ ൌ 0,  ݉ ൌ 1,∞തതതതതത	 .  (4.11) 

ሻ	௠ߟሺ	௠ܩ ൌ Кଵሺߟ௠	ሻሺ1 െ expሺ2ݖଷ	 ൅ ሻሻ	ସݖ2 ൅  

ሺݕଷ	 ൅ ሻ	ଷݖሻሺexpሺ	௠ߟሻКହሺ	ସݕ ൅ expሺݖସ	ሻሻሾݖଷ	ݖସ	ሿ,    

Кଵ,ହሺߟ௠	ሻ ൌ ଷݕ
ଶݕସଶ േ

ସ஻లల
஻భభ

௠ᇱߚ 	ସݕ	ଷݕ	 െ ቀ
஻భమ
஻భభ
ቁ
ଶ
ሺߚ௠ᇱ ሻଶ,	  (4.12) 

ሾݖଷ	ݖସ	ሿ ൌ ሻ	ସݖሺexpሺ	௠݈ߠ െ expሺݖଷ	ሻሻ/ሺݖସെݖଷ	ሻ	 , ݖ௝	 ൌ ,	݈	௝ݕ௠ߠ ݆ ൌ 3,4. 

 
Совокупность уравнений (4.11) эквивалентна совокупности уравнений 
 
ሻ	௠ߟሺ	௠ܩ ൌ 0,  ݉ ൌ 1,∞തതതതതത . (4.13) 
 

Заметим, что если ݕଷ		и	ݕସ	 корни уравнения (4.6) с отрицательными действитель-
ными частями, то при ߠ௠݈ → ∞ корни уравнения (4.13) аппроксимируются корнями 
уравнения 

Кଵሺߟ௠	ሻ ൌ ଷݕ
ଶݕସଶ ൅

ସ஻లల
஻భభ

௠ᇱߚ 	ସݕ	ଷݕ	 െ ቀ
஻భమ
஻భభ
ቁ
ଶ
ሺߚ௠ᇱ ሻଶ ൌ 0, ݉ ൌ 1,∞തതതതതത		.	  (4.14) 

Уравнения (4.14) являются аналогом уравнения Коненкова для достаточно длин-
ной ортотропной прямоугольной пластины с тремя свободными сторонами (ср. [10]-
[13]). 

Для нахождения собственных форм, при данной безразмерной характеристике 
собственного значения ߟ௠	, необходимо определить коэффициенты ݓ௝	, ݆ ൌ 3,6തതതത	 из 
системы уравнений (4.9)  и подставить в (4.8).  Можно взять 
 

ଷݓ ൌ
ோయ
ሺ೘ሻ ୣ୶୮ሺ௭య	ା௭ర	ሻିோర

ሺ೘ሻ ୣ୶୮ሺ௭య	ሻାଶோయర
ሺ೘ሻோరర

ሺ೘ሻ ୣ୶୮ሺ௭ర	ሻ

ோయ
ሺ೘ሻିோర

ሺ೘ሻ ୣ୶୮ሺଶ௭య	ሻାଶோయయ
ሺ೘ሻோరయ

ሺ೘ሻ ୣ୶୮ሺ௭య	ା௭ర	ሻ
	,  

ସݓ ൌ
ோయ
ሺ೘ሻ	 ୣ୶୮ሺଶ௭య	ା௭ర	ሻିோర

ሺ೘ሻ ୣ୶୮ሺ௭ర	ሻାଶோయయ
ሺ೘ሻோరయ

ሺ೘ሻ ୣ୶୮ሺ௭య	ሻ

ோయ
ሺ೘ሻିோర

ሺ೘ሻ ୣ୶୮ሺଶ௭య	ሻାଶோయయ
ሺ೘ሻோరయ

ሺ೘ሻ ୣ୶୮ሺ௭య	ା௭ర	ሻ
	,   (4.15) 
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ହݓ ൌ
ୣ୶୮ሺ௭య	ሻቂோయ

ሺ೘ሻ ାோర
ሺ೘ሻ ୣ୶୮ሺ௭ర	ሻିଶோయర

ሺ೘ሻோరర
ሺ೘ሻ ୣ୶୮ሺ௭య	ሻቃ	

ோయ
ሺ೘ሻିோర

ሺ೘ሻ ୣ୶୮ሺଶ௭య	ሻାଶோయయ
ሺ೘ሻோరయ

ሺ೘ሻ ୣ୶୮ሺ௭య	ା௭ర	ሻ
,  

଺ݓ ൌ െexpሺݖସ	ሻ , ܴଷ
ሺ௠ሻ ൌ ܴଷଷ

ሺ௠ሻܴସସ
ሺ௠ሻ െ ܴଷସ

ሺ௠ሻܴସଷ
ሺ௠ሻ,			ܴସ

ሺ௠ሻ ൌ ܴଷଷ
ሺ௠ሻܴସସ

ሺ௠ሻ ൅ ܴଷସ
ሺ௠ሻܴସଷ

ሺ௠ሻ.  

 
5. Асимптотики дисперсионного уравнения (2.16) 
5.1. Асимптотика дисперсионного уравнения (2.16) при ࣟ௠ → 0. Используя 
предыдущие формулы предположим, что ߟଵ௠ ൌ ଶ௠ߟ ൌ ଷ௠ߟ ൌ ௠. Тогда при ࣟ௠ߟ → 0 
уравнение (2.4) преобразуется в совокупность уравнений 

ܿ௠ ൌ ସߵ െ ଶݕଶܤ ൅ ቀ
஻లలା஻భభ
஻భభ

ቁ ௠ଶߟ ଶݕ ൅ ሺߚ௠ᇱ െ ௠ଶߟ ሻ ቀ
஻మమ
஻భభ

௠ᇱᇱߚ െ
஻లల
஻భభ

௠ଶߟ ቁ ൌ 0,   (5.1) 

ܴ௠௠ ൌ ܽଶ ቀ
஻భభ
஻మమ

ସߵ	 െ
ଶሺ஻భమାଶ஻లలሻ

஻మమ
௠ᇱߚ ଶߵ ൅ ௠ᇱߚ ௠ᇱᇱቁߚ െ

஻లల
஻మమ

ଷ௠ߟ
ଶ ൌ 0. (5.2)  

Уравнения (5.1), (5.2) являются характеристическими уравнениями для уравнений 
планарных и изгибных колебаний ортотропных пластин соответственно, когда про-
тивоположные стороны свободны. Корни уравнений (5.1) и (5.2) с неположи-
тельными действительными частями, как в пунктах 3 и 4, обозначаются через ݕଵ,  ଶ иݕ
,ଷݕ    ସ  соответственно. Аналогичным образом, как в [20], доказывается, что приݕ

 
ࣟ௠ ≪ 	௜ݕ	;1 ് 	 ݅  ,	௝ݕ ് ݆;   (5.3) 
 

Корни ߵଶ  уравнения (2.4) можно представить в виде 
 
௝ߵ
ଶ ൌ ௝ݕ

ଶ ൅ ௝ߙ
ሺ௠ሻߝ௠ଶ ௝ߚ+

ሺ௠ሻߝ௠ସ ൅⋯ , ݆ ൌ 1,4തതതത.    (5.4) 
 

При условии (5.3), учитывая соотношения (2.8), (2.14), (5.4) и тот факт, что 
 
Мଷ௝
ሺ௠ሻ ൌ Мସ௝

ሺ௠ሻ ൌ М଻௝
ሺ௠ሻ ൌ М଼௝

ሺ௠ሻ ൌ Оሺߝ௠ଶ ሻ , j=1,2,  
 
уравнения (2.16) приводятся к виду 
 

ฮ݉௜௝ฮ௜,௝ୀଵݐ݁ܦ
଼

ൌ ቀ
஻భమା஻లల
஻భభ

	ቁ
ଶ
ܰሺߟ௠ሻ ଴ܰሺߟ௠ሻሺߚ௠ᇱ െ ௠ଶߟ ሻܺ	        (5.5) 

ଷ௠ܭ
ଶ ሺߟ௠	ሻܮ௠(ߟ௠	)	ܩ௠(ߟ௠	) +O(ࣟ௠ଶ ) ,					݉ ൌ 1,∞തതതതതത.      

ܰሺߟ௠ሻ ൌ ሺݕଵ ൅ ଵݕଷሻሺݕ ൅ ଶݕସሻሺݕ ൅ ଶݕଷሻሺݕ ൅ ௠ሻߟସሻ, ଴ܰሺݕ ൌ ܰሺߟ௠ሻሺݕଵ ൅ ଷݕଶሻሺݕ ൅  ,ସሻݕ

ሻ	௠ߟଷ௠ሺܭ ൌ ሺߚ௠ᇱ െ ௠ଶߟ ሻ ቀ
஻మమ
஻భభ

௠ᇱᇱߚ െ
஻లల
஻భభ

௠ଶߟ ቁ ቀ
஻భమ

஻భమା஻లల
െ ܽଶ

஻భమାସ஻లల
஻లల

௠ᇱߚ ቁ
ଶ
൅  

൅ቀܤଶ െ ቀ
஻లలା஻భభ
஻భభ

ቁ ௠ଶߟ ቁ ቂ
஻భమ

஻భమା஻లల
െ ܽଶ

஻భమାସ஻లల
஻లల

௠ᇱߚ ቃ ቂ
஻మమఉ೘ᇲ ା஻భమఎ೘మ

஻భమା஻లల
	൅ሺߚ௠ᇱ െ ௠ᇱᇱሻߚ

஻మమ஻భమ
஻లలሺ஻భమା஻లలሻ

൅

	൅ܽଶ
஻మమ
஻లల

௠ᇱߚ ௠ᇱᇱߚ ቃ ൅ ቂ
஻మమఉ೘ᇲ ା஻భమఎ೘మ

஻భమା஻లల
	൅ሺߚ௠ᇱ െ ௠ᇱᇱߚ ሻ

஻మమ஻భమ
஻లలሺ஻భమା஻లలሻ

൅ ܽଶ
஻మమ
஻లల

௠ᇱߚ ௠ᇱᇱߚ ቃ
ଶ
,	 (5.6)  

а		ܮ௠ሺߟ௠	ሻ	и		ܩ௠ሺߟ௠	ሻ	 определены в (3.12) и  (4.12), соответственно.  
Из (5.5) следует, что при  ࣟ௠ → 0  уравнения (2.16)  распадаются на уравнения 
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݉ ,0=(	௠ߟ)௠ܩ ൌ 1,∞തതതതതത ;    ܮ௠(ߟ௠	)	=0,	݉ ൌ 1,∞തതതതതത ; ܭଷ௠ሺߟ௠	ሻ=0,	݉ ൌ 1,∞തതതതതത.  (5.7) 

 
Первая и вторая совокупности уравнений являются дисперсионными уравнени-

ями изгибных и планарных собственных колебаний аналогичной задачи для орто-
тропной прямоугольной пластины соответственно. Корням третьего уравнения 
соответствуют планарные колебания цилиндрической панели. Третье уравнение 
появляется в результате использования уравнения соответствующей классической 
теории ортотропных цилиндрических оболочек.  

Заметим, что ߟ ൌ 1 принадлежит предельному спектру безмоментного оператора 
соответствующего задаче (1.1)-(1.4). Этим фактом обосновывается существование 
множителя ሺߚ௠ᇱ െ ௠ଶߟ ሻ в формулах  (3.11) и  (5.5) (ср.  [12]). 

Если ݕଵ, ,ଷݕ ଶ иݕ -ସ  - корни уравнения (5.1) и (5.2) с отрицательными дейстݕ
вительными частями соответственно, то при  ߠ௠݈ → 0  yравнения (2.16) преобра-
зуются в уравнения 

ฮ݉௜௝ฮ௜,௝ୀଵݐ݁ܦ
଼

ൌ ቀ
஻భమା஻లల
஻భభ

	ቁ
ଶ
ܰሺߟ௠ሻ ଴ܰሺߟ௠ሻሺߚ௠ᇱ െ ௠ଶߟ ሻܺ	          (5.8) 

ଷ௠ܭ
ଶ ሺߟ௠	ሻܭଶሺߟ௠	ሻܭଵሺߟ௠	ሻ	 +O(ࣟ௠ଶ )+∑ Oሺexpሺݖ௝ሻሻ

ସ
௝ୀଵ  ,				݉ ൌ 1,∞തതതതതത.      

Из (5.5) следует, что при ࣟ௠ → 0 и  ߠ௠݈ → ∞  корни дисперсионного уравнения 
(2.16) аппроксимируются корнями уравнения  
݉ ,0=(	௠ߟ)ଵܭ ൌ 1,∞തതതതതത ;    ܭଶ(ߟ௠	)	=0,	݉ ൌ 1,∞തതതതതത ; ܭଷ௠ሺߟ௠	ሻ=0,	݉ ൌ 1,∞തതതതതത.;  (5.9)  

Первые две совокупности уравнений из (5.9) являются дисперсионными уравне-
ниями изгибных и планарных колебаний ортотропной полубесконечной пластины - 
полосы со свободными краями. Следовательно, при малых ࣟ௠ и больших ߠ௠݈ 
приближенные значения корней уравнения (2.16) являются корнями уравнения (5.9). 

5.2. Асимптотикa дисперсионного уравнения (2.16) при ߠ௠݈ → ∞. При 
использовании предыдущих формул будем полагать, что ߵଵ	, ,	ଶߵ - (корни урав	ସߵ  и	ଷߵ
нения (2.4)) имеют отрицательные действительные части. Тогда уравнение (2.16) 
можно привести к виду 
ฮ݉௜௝ฮ௜,௝ୀଵݐ݁ܦ

଼
ൌ ฮ݉௜௝ฮ௜,௝ୀଵݐ݁ܦ

ସ
ฮ݉௜௝ฮ௜ୀହ,௝ୀଵݐ݁ܦ		.

଼,ସ
൅ ∑ Oሺexpሺߠ௠ ݈ሻሻ	௝ߵ

ସ
௝ୀଵ 	 , ݉ ൌ 1,∞തതതതതത.		    (5.10) 

Откуда следует, что при  ߠ௠݈ → ∞ корни уравнения (2.16) аппроксимируются 
корнями уравнения 

ฮ݉௜௝ฮ௜,௝ୀଵݐ݁ܦ
ସ

ൌ 0, ݉ ൌ 1,∞തതതതതത; ฮ݉௜௝ฮ௜ୀହ,௝ୀଵݐ݁ܦ		
଼,ସ

ൌ 0, ݉ ൌ 1,∞തതതതതത	.    (5.11)   

Первая совокупность уравнений из (5.11), определяет всевозможные локализо-
ванные собственные колебания ортотропной полубесконечной круговой цилиндри-
ческой панели со свободными краями.  Если  ࣟ௠ → 0,  имеем  

ฮ݉௜௝ฮ௜,௝ୀଵݐ݁ܦ
ସ

ൌ
஻భమା஻లల
஻భభ

	ܰሺߟ௠ሻܭଷ௠ሺߟ௠	ሻܭଵ(ߟ௠	ሻܭଶሺߟ௠	ሻ ൅ Oሺࣟ௠ଶ ሻ,			݉ ൌ 1,∞തതതതതത	. (5.12) 

ฮ݉௜௝ฮ௜ୀହ,௝ୀଵݐ݁ܦ
଼,ସ

ൌ
஻భమା஻లల
஻భభ

ሺߚ௠ᇱ െ ௠ଶߟ ሻ	 ଴ܰሺߟ௠ሻܭଷ௠ሺߟ௠	ሻ ൅ Oሺࣟ௠ଶ ሻ,				݉ ൌ 1,∞തതതതതത	.   (5.13) 
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Следовательно, учитывая формулы (5.12) и (5.13), еще раз убеждаемся, что 
дисперсионное уравнение (2.16) при  ߠ௠݈ → ∞.  и  ࣟ௠ → 0  принимает вид (5.8).  
6. Численные исследования.  В табл. 1 приведены значения некоторых m -корней 
первых двух уравнений из (5.7) для прямоугольной пластины из боропластика с 
механическими параметрами: ߩ ൌ 2.ൈ 10ଶкг/мଷ; Еଵ ൌ 2.646 ൈ 10ଵଵН/м; Еଶ ൌ
1.323 ൈ 10ଵ଴Н/мଶ; ߛଵ ൌ ଵߛ	;0.2 ൌ ܩ	; 0.01 ൌ 9. 604 ൈ 10ଽН/мଶ		и геометрическими 
параметрами: ݏ ൌ 4, ݈ ൌ 5, ݈ ൌ 15	ሾ21ሿ.  
 
Таблица1. Характеристики собственных частот прямоугольной пластинки с шарнирно-
закрепленным торцом при   ݏ ൌ 4, ݈ ൌ 5/	݈ ൌ 15. 
m ߠ௠	 ܩ௠ሺߟ௠	ሻ ൌ ௠ߟ)௠ܮ 0 )=0 m ௠ߠ ௠ߟ௠ሺܩ  ሻ ൌ  0=(	௠ߟ)௠ܮ 0

1 1.95473 
0.01147 
0.01096  

9 9.43718 
0.06412 
0.06402 

0.96343 
0.96419 

2 2.74891 
0.01955 
0.01922 

0.94041 
0.96409 

10 10.5474 
0.07164 
0.07155 

0.96377 
0.96419 

3 3.52957 
0.02473 
0.02445 

0.96159 
0.97699 

11 11.6577 
0.07916 
0.07908 

0.96396 
0.96419 

4 4.27693 
0.02884 
0.02862 

0.94649 
0.95731 

12 12.7680 
0.08668 
0.08661 

0.96406 
0.96419 

5 5.04581 
0.03454 
0.03435 

0.95762 
0.96493 

13 13.8782 
0.09421 
0.09414 

0.96412 
0.96419 

6 6.09849 
0.04151 
0.04136 

0.95982 
0.96408 

14 14.9887 
0.10174 
0.10167 

0.96415 
0.96419 

7 7.21629 
0.04910 
0.04897 

0.96180 
0.96422 

15 16.0962 
0.10924 
0.10919 

0.96417 
0.96419 

8 8.32693 
0.05661 
0.05649 

0.96283 
0.96419 

16 17.1935 
0.11668 
0.11663 

0.96418 
0.96419 

 
Таблица 2. Характеристики собственных частот преимущественно изгибной и преиму-
щественно планарной колебаний цилиндрической панели с шарнирно- закрепленным торцом 
при  ݏ ൌ 4.00167, ݈ ൌ 5/	݈ ൌ 15. 
m ߠ௠	 ߟଵ௠ ൌ ଶ௠ߟ ൌ

0,  . ௠ߟଷ௠ୀߟ
ଵ௠ߟ ൌ ଶ௠ߟ ൌ
 ,௠ߟ
ଷ௠ߟ ൌ 0 .  

m ௠ߠ ଵ௠ߟ  ൌ ଶ௠ߟ ൌ 0,
 .௠ߟଷ௠ୀߟ

ଵ௠ߟ ൌ ଶ௠ߟ ൌ
 ,௠ߟ
ଷ௠ߟ ൌ 0.   

1 1.95391 
0.01150 b 
0.01004 b 

 
9 9.43718 

0.06412 b 
0.06413 b 

0.96331 e 
0.96407 e 

2 2.74776 
0.01937 b 
0.01945 b 

0.90397 e 
0.92260 e 

10 10.5474 
0.07164 b 
0.07155 b 

0.96369 e 
0.96411 e 

3 3.52810 
0.02468 b 
0.02440 b 

0.96093 e 
0.97472 e 

11 11.6577 
0.07916 b 
0.07908 b 

0.96390 e 
0.96411 e 

4 4.27542 0.02883 b 0.94370 e 12 12.7679 0.08668 b 0.96403 e 
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0.02861 b 0.95474 e 0.08661 b 0.96414 e 

5 5.04492 
0.03453 b 
0.03434 b 

0.95524 e 
0.96212 e 

13 13.8785 
0.09421 b 
0.09422 b 

0.96409 e 
0.96417 e 

6 6.09841 
0.04151 b 
0.04136 b 

0.95950 e 
0.96373 e 

14 14.9864 
0.10172 b 
0.10173 b 

0.96413 e 
0.96417 e 

7 7.21629 
0.04910 b 
0.04896 b 

0.96143 e 
0.96382 e 

15 16.1102 
0.10934 b 
0.10928 b 

0.96416 e 
0.96418 e 

8 8.32693 
0.05661 b 
0.05649 b 

0.96263 e 
0.91398 e 

16 17.2065 
0.11677 b 
0.11672 b 

0.96418 e 
0.96418 e 

 
В табл. 2 приведены некоторые безразмерные характеристики собственных значе-

ний ߟ௠	 для преимущественно изгибных и преимущественно планарных колебаний 
ортотропной цилиндрической панели из боропластика с теми же механическими 
параметрами и геометрическими параметрами: Rൌ ݏ ,40 ൌ 4.00167,	݈ ൌ 5, ݈ ൌ 15. 
Результаты, представленные в табл. 3, соответствуют тоq же цилиндрической панели, 
что в табл. 2. В табл. 2 и 3 после характеристик собственных частот указан тип 
колебаний: ܾ	- преимущественно изгибный, ݁	- преимущественно планарный. 
Заметим, что третье уравнение (5.7) при  1 ൑ ݉ ൑ 16 корней не имеет. Модули упру-
гости  Еଵ	и Еଶ соответствуют направлениям вдоль образующей и направляющей соот-
ветственно. В табл. 2 и 3 случай ߟଵ௠ ൌ ଶ௠ߟ ൌ ଷ௠ߟ ൌ -௠ соответствует задаче (1.1)ߟ
(1.4). Случай ߟଵ௠ ൌ ଶ௠ߟ ൌ 0, ଷ௠ߟ ൌ  ௠ соответствует задаче (1.1)-(1.4), в которойߟ
отсутствуют тангенциальные компоненты силы инерции, т.е. имеем преимущест-
венно изгибный тип колебаний. Аналогично, случай ߟଵ௠ ൌ ଶ௠ߟ ൌ ,	௠ߟ ଷ௠ߟ ൌ 0  
соответствует преимущественно планарному типу колебаний. 

Вычисления показывают, что первые частоты собственных колебаний, локали-
зованных у свободных краев цилиндрической панели  с шарнирно-закрепленным 
торцом, где присутствует нормальная компонента силы инерции, являются частотами 
колебаний преимущественно изгибного типа. Наряду с первыми частотами колеба-
ний квазипоперечного типа существуют частоты колебаний квазитангенциального 
типа. С увеличением m все эти колебания становятся колебаниями “рэлеевского” 
типа. При  ࣟ௠ → 0 собственные колебания для задачи (1.1)-(1.4) расчленяются на 
квазипоперечные и квазитангенциальные колебания и частоты этой задачи стремятся 
к частотам аналогичной задачи для прямоугольной пластины.  

Таблица 3. Характеристики собственных частот колебаний цилиндрической панели с 
шарнирно- закрепленным торцом  при 	ݏ ൌ 4.00167, ݈ ൌ 5/	݈ ൌ 15. 
m ߠ௠	 ߟଵ௠ ൌ ଶ௠ߟ ൌ ଷ௠ߟ ൌ ௠ߟ m ௠ߠ ଵ௠ߟ  ൌ ଶ௠ߟ ൌ ଷ௠ߟ ൌ  ௠ߟ

1 1.95391 
0.01067  b 
0.01059  b 

9 9.43718 
0.06412 b     0.96343 e 
0.06413 b     0.96419 e 

2 2.74776 
0.01937  b    0.90415 e 
0.01944  b    0.91302 e 

10 10.5474 
0.07164 b     0.96377 e 
0.07155 b     0.96419 e 

3 3.52810 
0.02468  b    0.96736 e 
0.02441  b    0.96188 e 

11 11.6577 
0.07916  b    0.96396 e 
0.07908 b     0.96419 e 
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4 4.27542 
0.02883  b    0.94433 e 
0.02861  b    0.95184 e 

12 12.7679 
0.08668 b     0.96406 e 
0.08661 b     0.96419 e 

5 5.04492 
0.03453  b    0.95658 e 
0.03434  b    0.96384 e 

13 13.8785 
0.09421 b     0.96412 e 
0.09422 b     0.96419 e 

6 6.09841 
0.04151  b    0.96015 e 
0.04136  b    0.96461 e 

14 14.9864 
0.10172 b     0.96415 e 
0.10173 b     0.96419 e 

7 7.21629 
0.04909  b    0.96177 e 
0.04896  b    0.96419 e 

15 16.1102 
0.10934 b     0.96417 e 
0.10928 b     0.96419 e 

8 8.32693 
0.05661  b    0.96283 e 
0.05649  b    0.96419 e 

16 17.2065 
0.11677 b     0.96418 e 
0.11672 b     0.96419 e 

 
Численные результаты показывают, что асимптотические формулы (5.5) и (5.8) 

дисперсионных уравнений (2.16) являются хорошим ориентиром для нахождения 
собственных частот задачи (1.1)-(1.4). Первые частоты собственных колебаний 
зависят от выбранных базисных функций, удовлетворяющих тем же граничным 
условиям, а также, при ߠ௠݈ → ∞  частоты колебаний у свободного торца становятся 
независимыми от базисных функций и от граничных условий на образующих 
[10],[13].  

7. Заключение. Используя систему уравнений динамического равновесия 
ортотропных цилиндрических оболочек, соответствующую классической теории, 
впервые получены дисперсионные уравнения (2.16) для определения собственных 
частот возможных краевых колебаний для цилиндрической панели с шарнирно- 
закрепленным торцом. Установлена асимптотическая связь между дисперсионным 
уравнением рассматриваемой задачи (2.16) и дисперсионными уравнениями 
аналогичных задач для прямоугольной пластины (5.5).   

Установлена также асимптотическая связь между дисперсионными уравнениями 
(2.16) и дисперсионными уравнениями задачи на собственные значения 
полубесконечной цилиндрической панели со свободными краями (5.10). Приводится 
механизм, с помощью которого расчленяются возможные типы колебаний.  
     Численные результаты показывают, что асимптотические формулы (5.5) и (5.8) 
дисперсионного уравнения (2.16) и приведенный механизм, являются хорошим 
ориентиром для нахождения собственных частот задачи (1.1) – (1.4). 
    Асимптотическая формула (5.8) и численные результаты показывают, что частоты 
собственных колебаний у свободного торца конечной цилиндрической панели с 
шарнирно-закрепленным торцом (при больших знaчениях ߠ௠	ሻ	практически не  
зависят от базисных функций и граничных условиях на образующих.. 

8. Приложение. 
Здесь приведены аналитические выражения для элементов ݉௜௝ . 

݉ଵଵ ൌ ଵସߵܪ ൅ ݀ଵߵଵାଶ ݀ଶ	, ݉ଵଶ ൌ ଷ݂̿ܪ ൅ ݀ଵ݂ଵ̿, ݉ଵଷ ൌ ଶ݂̅ܪ ൅ ݀ଵ	,			݉ଵସ ൌ    ;݂ܪ
݉ଶଵ ൌ ଵߵܶ

ହ ൅ ݀ଷߵଵ
ଷ ൅ ݀ସ		ߵଵ	, ݉ଶଶ ൌ ݂ܶସ̿ ൅ ݀ଷ݂ଶ̿ ൅ ݀ସ		, ݉ଶଷ ൌ ݂ܶଷ̅ ൅ ݀ଷ݂ଵ̅	, ݉ଶସ ൌ ܶ ଶ݂ ൅ ݀ଷ;    

݉ଷଵ ൌ ଵߵ		௠ߜ
଺ ൅ ݀ହߵଵାସ ݀଺	ߵଵ	ଶ ൅ ݀଻		, ݉ଷଶ ൌ ݂ହ̿		௠ߜ ൅ ݀ହ݂ଷ̿ ൅ ݀଺	݂ଵ̿,		  

݉ଷଷ ൌ ݂ସ̅		௠ߜ ൅ ݀ହ݂ଶ̅ ൅ ݀଺		,			݉ଷସ ൌ 		௠ߜ ଷ݂ ൅ ݀ହ	 ଵ݂	;    
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݉ସଵ ൌ ଵ଻ߵ		௠ߜ ൅ ଵାߵ଼݀
ହ ݀ଽ	ߵଵ	

ଷ ൅ ݀ଵ଴		ߵଵ, ݉ସଶ ൌ ݂଺̿		௠ߜ ൅ ଼݂݀ସ̿ ൅ ݀ଽ	݂ଶ̿ ൅ ݀ଵ଴		,	     
݉ସଷ ൌ ݂ହ̅		௠ߜ ൅ ଼݂݀ଷ̅ ൅ ݀ଽ	݂ଵ̅	,			݉ସସ ൌ 		௠ߜ ସ݂ ൅ ଼݀	 ଶ݂ ൅ ݀ଽ		;   ߜ௠		 ൌ 1 ൅ 4ܽଶߝ௠ଶ  ; 
݉௜ହ ൌ ሺെ1ሻ௜ାଵ݉௜ଵ expሺݖଵሻ	 , ݉௜଺ ൌ ሺെ1ሻ௜ାଵሺ݉௜ଶ expሺݖଶሻ ൅ ݉௜ଵ	ሾݖଵݖଶሿሻ	,   
݉௜଻ ൌ ሺെ1ሻ௜ାଵሺ݉௜ଷ expሺݖଷሻ ൅ ݉௜ଶ	ሾݖଶݖଷሿ ൅ ݉௜ଵ	ሾݖଵݖଶݖଷሿሻ	 ,  
݉௜଼ ൌ ሺെ1ሻ௜ାଵሺ݉௜ସ expሺݖସሻ ൅ ݉௜ଷ	ሾݖଷݖସሿ ൅ ݉௜ଶ	ሾݖଶݖଷݖସሿ ൅ ݉௜ଵ	ሾݖଵݖଶݖଷݖସሿሻ;	  i=1,2,3,4; 

݉ହହ ൌ ଵସߵ	ܨ ൅ ଵ݃	ߵଵ	ଶ ൅ ݃ଶ	,݉ହ଺ ൌ ଷ݂̿ܨ ൅ ଵ݂݃ଵ̿,			݉ହ଻ ൌ ଶ݂̅ܨ ൅ ଵ݃,݉ହ଼ ൌ ܨ ଵ݂;	  

݉଺ହ ൌ ଵସߵܪ ൅ ݀ଵߵଵାଶ ݀ଶ	, ݉଺଺ ൌ ଷ݂̿ܪ ൅ ݀ଵ݂ଵ̿, ݉଺଻ ൌ ଶ݂̅ܪ ൅ ݀ଵ	,			݉଺଼ ൌ ܪ ଵ݂;   

݉଻ହ ൌ ଵସߵ		௠ߜ ൅ ݃ଷ	ߵଵାଶ ݃ସ	, ݉଻଺ ൌ ݂ଷ̿		௠ߜ ൅ ݃ଷ݂ଵ̿, ݉଻଻ ൌ ݂ଶ̅		௠ߜ ൅ ݃ଷ	,			݉଻଼ ൌ 		௠ߜ ଵ݂;    

଼݉ହ ൌ ଵߵ		௠ߜ
଺ ൅ ݀ହߵଵାସ ݀଺	ߵଵ	ଶ ൅ ݀଻		, ଼݉଺ ൌ ݂ହ̿		௠ߜ ൅ ݀ହ݂ଷ̿ ൅ ݀଺	݂ଵ̿,		  

଼݉଻ ൌ ݂ସ̅		௠ߜ ൅ ݀ହ݂ଶ̅ ൅ ݀଺		,			଼଼݉ ൌ 		௠ߜ ଷ݂ ൅ ݀ହ	 ଵ݂	;    
݉௜ଵ ൌ ݉௜ହ expሺݖଵሻ	 , ݉௜ଶ ൌ ݉௜଺ expሺݖଶሻ ൅ ݉௜ହ	ሾݖଵݖଶሿ	,   
݉௜ଷ ൌ ݉௜଻ expሺݖଷሻ ൅ ݉௜଺	ሾݖଶݖଷሿ ൅ ݉௜ହ	ሾݖଵݖଶݖଷሿ	 ,  
݉௜ସ ൌ ݉௜଼ expሺݖସሻ ൅ ݉௜଻	ሾݖଷݖସሿ ൅ ݉௜଺	ሾݖଶݖଷݖସሿ ൅ ݉௜ହ	ሾݖଵݖଶݖଷݖସሿ;	  i=5,6,7,8തതതതതതതതത. 

ܪ ൌ െܽଶ
஻భమାସ	஻లల

஻భభ
௠ᇱߚ ;    ܶ ൌ െܽଶ

஻భమ
஻లల

௠ᇱߚ	௠ߜ ௠ߜ				; ൌ 1 ൅ 4ܽଶߝ௠ଶ 	; 

݀ଵ ൌ
஻భభ஻మమି஻భమ

మ

஻భభ
మ ௠ᇱߚ െ

஻భమ஻లల
஻భభ
మ ଵ௠ଶߟ ൅ 4ܽଶߝ௠ଶ

஻భమ஻లల
஻భభ
మ ሺߚ௠ᇱ െ ଵ௠ଶߟ ሻ ൅  

ܽଶߚ௠ᇱ ቆ
஻మమ
஻భభ

௠ᇱᇱߚ െ
஻భమሺ஻భమାସ஻లలሻ

஻భభ
మ ሺߚ௠ᇱ െ ଵ௠ଶߟ ሻቇ ; (8.1) 

݀ଶ ൌ െ
஻భమ
஻భభ
మ ሺߚ௠

ᇱ െ ଵ௠ଶߟ ሻ൫ܤ଺଺	ߟଶ௠
ଶ ൅ ௠ᇱߚଶଶሺܤ െ ௠ᇱᇱሻߚ ൅ ܽଶߚ௠ᇱ ௠ᇱߚଶଶሺܤ െ ௠ଶߝ ሻ൯;  

݀ଷ ൌ
஻భభ஻మమି஻భమ

మ

஻భభ஻లల
௠ᇱߚ௠ߜ ൅ ܽଶߚ௠ᇱ 	ቀ4ߟଶ௠

ଶ െ ଶܤ3 െ 2
஻భమ
஻భభ

௠ᇱߚ െ
஻భమ
஻భభ

ଵ௠ߟ
ଶ ቁ ൅ 4ܽସߝ௠ଶ

஻భమ
஻భభ

ሺߚ௠ᇱ െ ଵ௠ߟ
ଶ ሻ;  

	݀ସ ൌ ቀ
஻మమ
஻భభ

ଵ௠ߟ
ଶ ൅

஻భమ
஻భభ

ଶ௠ߟ
ଶ ቁ ௠ᇱߚ ൅ ܽଶߚ௠ᇱ ቆ

஻మమሺ஻భమାସ஻లలሻ

஻భభ஻లల
௠ᇱߚ ௠ᇱᇱߚ െ 3

஻మమ
஻భభ

௠ᇱߚ െ 4
஻లల
஻భభ

ଶ௠ߟ
ଶ ሺߚ௠ᇱ െ ଵ௠ߟ

ଶ ሻቇ  

െܽଶ	ߝ௠ଶ ௠ᇱߚ	
஻మమ
஻భభ

ቀ
஻భమఉ೘

ᇲᇲାସ஻లలఉ೘
ᇲ

஻లల
െ ଵ௠ଶߟ4 ቁ ൅

஻భమ஻మమ
஻భభ஻లల

	௠ߚ
ᇱ ሺߚ௠ᇱ െ ௠ᇱᇱߚ ሻ; 

݀ହ ൌ
஻లల
஻భభ

ଵ௠ߟ
ଶ ൅ ଶ௠ߟ

ଶ െ
஻భభ஻మమఉ೘ᇲᇲି஻భమ

మ ఉ೘ᇲ ିଶ஻భమ஻లలఉ೘ᇲ

஻భభ஻లల
െܽଶ	ߝ௠ଶ ቆ

஻భభ஻మమఉ೘ᇲᇲି஻భమ
మ ఉ೘ᇲ

஻భభ஻లల
൅ 4

஻లల
஻భభ

ሺߚ௠ᇱ െ ଵ௠ߟ
ଶ ሻቇ ;  

݀଺ ൌ
஻భమ
஻భభ

ଶܤ ൅
஻మమ
஻భభ

௠ᇱߚ ௠ᇱᇱߚ െ ቀ
஻భభ஻మమఉ೘

ᇲᇲାଶ஻భమ஻లలఉ೘
ᇲ

஻భభ
మ ଵ௠ଶߟ ൅

஻భమା஻లల
஻భభ

௠ᇱߚ ଶ௠ߟ
ଶ ቁ ൅

஻లల
஻భభ

ଵ௠ଶߟ ଶ௠ߟ
ଶ   

൅ߝ௠ଶ ቀܽଶ
஻భభ஻మమఉ೘

ᇲᇲି஻భమ
మ ఉ೘

ᇲ

஻భభ
మ ሺߚ௠ᇱ െ ଵ௠ଶߟ ሻ െ

஻భమ
஻భభ

	௠ߚଵܤ
ᇱ ቁ; 

݀଻ ൌ
஻భమ
஻భభ
మ ௠ߚ

ᇱ ሺߚ௠ᇱ െ ଵ௠ଶߟ ሻ ቀ
஻మమ
஻భభ

௠ଶߝ െ
஻మమ
஻భభ

௠ᇱᇱߚ ൅
஻లల
஻భభ

ଶ௠ߟ
ଶ ቁ;  

଼݀ ൌ
஻లల
஻భభ

ଵ௠ߟ
ଶ ൅ ଶ௠ߟ

ଶ െ
஻భభ஻మమఉ೘ᇲᇲି஻భమ

మ ఉ೘ᇲ ି஻భమ஻లలఉ೘ᇲ ାସ஻లల
మ 	ఉ೘ᇲ

஻భభ஻లల
െܽଶ	ߝ௠ଶ ቀܤଶ ൅

ସ	஻లలିଶ஻భమ
஻భభ

௠ᇱߚ െ 4
஻లల
஻భభ

ଵ௠ߟ
ଶ ቁ ;  

݀ଽ ൌ
஻లల
஻భభ

ଵ௠ଶߟ ଶ௠ߟ
ଶ െ

஻భభ஻మమఉ೘
ᇲᇲା஻భమ஻లలఉ೘

ᇲ ାସ஻లల
మ 	ఉ೘

ᇲ

஻భభ
మ ଵ௠ଶߟ ൅

஻భమାହ஻లల
஻భభ

௠ᇱߚ ଶ௠ߟ
ଶ ൅

஻భమାସ஻లల
஻భభ

௠ᇱߚଶܤ    

൅
஻మమ
஻భభ

௠ᇱߚ ௠ᇱᇱߚ ൅ ௠ଶߝ ቀܽଶ
஻భభ஻మమఉ೘

ᇲᇲି஻భమ
మ ఉ೘

ᇲ ିସ஻భమ஻లలఉ೘
ᇲ

஻భభ
మ ሺߚ௠ᇱ െ ଵ௠ଶߟ ሻ െ

஻భమାସ஻లల
஻భభ

	௠ߚଵܤ
ᇱ ቁ ;
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݀ଵ଴ ൌ
஻భమାସ஻లల

஻భభ
	௠ߚ
ᇱ ሺߚ௠ᇱ െ ଵ௠ଶߟ ሻ ቀ

஻మమ
஻భభ

௠ଶߝ െ
஻మమ
஻భభ

௠ᇱᇱߚ ൅
஻లల
஻భభ

ଶ௠ߟ
ଶ ቁ ;  

ଵ݃	 ൌ ଵܤ ൅ െܽଶ
஻భభ஻మమఉ೘

ᇲᇲା஻భమ஻లలఉ೘
ᇲ ାସ஻లల

మ 	ఉ೘
ᇲ

஻భభ஻లల
െܽଶ

஻భమାସ஻లల
஻భభ

ଵ௠ଶߟ ;  

݃ଶ	 ൌ െ
஻మమ
஻భభ

ሺ1 ൅ ܽଶߚ௠ᇱᇱሻሺߚ௠ᇱ െ ଵ௠ଶߟ ሻ;  

݃ଷ	 ൌ
஻లల
஻భభ

ଵ௠ଶߟ ൅ ଶ௠ߟ
ଶ െ ௠ଶߝ	ଶെܽଶܤ ቆ

஻మమ
஻లల

௠ᇱᇱߚ ൅
ସ஻లల
஻భభ

ሺߚ௠ᇱ െ ଵ௠ଶߟ ሻቇ ;  

݃ସ ൌ ሺߚ௠ᇱ െ ଵ௠ଶߟ ሻ ቀ
஻మమ
஻భభ

௠ᇱߚ െ
஻లల
஻భభ

ଶ௠ߟ
ଶ ൅ ܽଶ	ߝ௠ଶ ௠ᇱᇱߚ

஻మమ
஻భభ
ቁ ;  
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