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The problem of propagation of Rayleigh type surface waves in the halfplane-layer system along the line of 
their connection is considered. The dispersion equation of the problem     is obtained and the conditions for the 
propagation of surface waves are obtained depending on the physical and geometric characteristics of the half-
plane and layer. 

Մակերևույթային ալիքների տարածումը բաղադրյալ կիսահարթությունում 
Ամիրջանյան Հ.Ա., Բելուբեկյան Մ.Վ., Գևորգյան Գ.Զ., Դարբինյան Ա.Զ. 

Հիմնաբառեր. Ռելեյի ալիքներ, երկայնական և լայնական ալիքներ, ալիքային թիվ, հաճախություն, 
մարման պայմաններ, դիսպերսիոն հավասարում: 

Դիտարկված է Ռելեյի տիպի մակերևույթային ալիքների տարածումը կիսահարթություն-շերտ 
համակարգում միացման գծի երկայնքով: Ստացվել է խնդրի դիսպերսիոն հավասարումը և 
մակերևույթային ալիքների տարածման պայմանները՝ կախված ֆիզիկական և երկրաչափական 
բնութագրիչներից: 

Рассмотрена задача распространения поверхностных волн типа Рэлея в системе полуплоскость-слой 
по линии их соединения. Получено дисперсионное уравнение задачи и получены условия распространения 
поверхностных волн в зависимости от физических и геометрических характеристик полуплоскости и слоя. 

Введение. Распространение поверхностных волн типа Рэлея в составной 
полуплоскости было исследовано многими авторами. Обзор работ по этой тематике 
можно найти в [1-5]. В работах [6,7] исследовано существование упругих волн, 
локализованных у границы раздела двух упругих сред, которые экспоненциально 
затухают по мере удаления от границы. Здесь рассмотрена задача плоской 
деформации, когда упругие перемещения имеют место в этой плоскости и не зависят 
от нормального к данной плоскости направления. 

1. Постановка задачи. Рассматривается задача плоской деформации теории 
упругости для полупространства, контактирующего со слоем (фиг.1) 

y

(h)(1) 

(2) z Фиг. 1
x
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Для компонент упругих перемещений имеем:  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 3 2( , , ), ( , , ), 0 ( 1,2)i i i i iu u x z t u w x z t u i     

где 1i   относится к слою, а 2i  –к полуплоскости t –время. 
Уравнения движения в перемещениях имеют вид [4] 

 
( ) ( ) 2 ( )

2 ( ) 2 2
2 1 2 2

i i i
i

i i i
u w uc u c c

x x z t
    

         
 

 
( ) ( ) 2 ( )

2 (2) 2 2
2 1 2 2

i i i

i i i
u w wc w c c

z x z t
    

         
 (1) 

где 1 2,i ic c – скорости распространения продольных и поперечных волн в 

соответствующих средах, ,i i  – коэффициенты Ламе слоя ( 1)i   и 

полупространства ( 2)i  . 
Граничные условия (скользящий контакт- анти-Навье) [5]  

(1) (1)
31 0, 0w    при z h    (2) 
Условия Навье 

(1) (2) (1) (2) (1) (2)
33 33 31 310, 0, , u u         при 0z      (3) 
Решение задачи. Посредством скалярных потенциалов [4]  

( ) ( ),i ii i i iu w
x z z x

   
   

   
      (4) 

уравнения (1) сводятся к 
2 2

2 2 2 2
1 2

1 1,i i
i i

i ic t c t
   

   
 

,      (5) 

При этом, для используемых в дальнейшем напряжений получаются следующие 
выражения: 

   
2 2 2

33 2 22 2i i i i
i i i ix z z x
     

        
   

, 

 
2 2 2

31 2 22i i i i
i x z z x
      

         
  (6) 

Общие решения уравнений (5) для полуплоскости, удовлетворяющие условиям 
затухания [4]: 

2 2lim 0, lim 0
z z 
     (7) 

имеют вид 
21 22

2 1 2 1exp ( ), exp ( )k z k zA e ik x ct B e ik x ct          (8) 
где 

22
22

21 2 22 22 2 2
22 21

1 , 1 , 0 1, , , cc
k c c k
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Для слоя 

1 1 11 1 11

1 1 12 1 12

( sh( ) ch( ))exp ( )
( ch( ) sh( ))exp ( )
C k z D k z ik x ct
E k z F k z ik x ct

     
     

 (9) 

где 
2 2
12 22

11 0 1 12 0 1 02 2
11 12

1 , 1 , ,c cc c c
c c

            

Удовлетворяя граничным условиям (2) на внешней границе слоя, получим 
при z h  : 

(1) (1)
(1)0, 0u w w

z x
 

  
 

  (10) 

отсюда 
1

10, 0
z


  


  

Общие решения уравнений (9), удовлетворяющие условиям (10), имеют вид: 

1 1 11

1 2 12

h( ( )) exp ( )
h( ( )) exp ( )

G c k h z ik x ct
G s k h z ik x ct

    
    

 (11) 

где 1 1
1 2

11 12

,
h( ) h( )

D FG G
c k h c k h

 
 

 

Удовлетворяя условиям (3), получим систему алгебраических однородных 
уравнений относительно коэффициентов  1 1 1 2, , ,A B G G : 

2
1 1 1 1 11 11 2 2 12 12

2
1 2 2 2 21 1 2 22

1 11 2 12 12 1 1 22
2 2

1 1 11 11 1 2 12 12 1 2 21 2 1 22

[ ( 2 ) ]sh( ) 2 sh( ) 0
[ ( 2 ) ] 2 0

h( ) ch( ) 0
2 sh( ) (1 )sh( ) 2 (1 ) 0

G k h G i k h
A B i

G ic k h G k h Ai B
G i k h G k h A i B

           

         
       

             

 (12) 

Для существования ненулевого решения детерминант этой системы должен быть 

равен нулю. Отсюда получается дисперсионное уравнение относительно   

2
0 0

0 1 0 0 1

2
0 2 0

1 (2 ) th( 1 )

4 (1 )(1 ) th( 1 )

(2 ) 4 (1 )(1 ) 1 0

c kh c

c c kh c
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  (13) 

где 1

2


 


. 

Рассмотрим частные случаи [6] 
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1. при 1,kh   заменяя th ~x x ,  


  

2
0 0 2

2
0 0 1

1 (2 ) 4 (1 )(1 )

1 (2 ) 4 1 0,

c c

k h c c

           

          
 (14) 

которое имеет корни 0  , 
2

12
0 122

22

1/ ; vcc c
c      . 

Уравнение (13) можно представить в виде 

01 ( ) 0,c R      где 

     2
0 0 2

2

14 1 1 4 1
1 1

R c kh c
 

                    
 (15) 

Так как (0) 0, (1) 0,R R   существует, по крайней мере, один корень при 
0 1   . Расчёты показывают, что 

   
2

1
12

22

; vR
R

c O k h c O k h
c      при этом 1v Rc   

2. 1kh    

2.1  1    
2 2

12 11

0 0 1 22 22

1 1 ; ;c c
c c c c

   
            

 

0 0 0 1th( 1 ) tg( 1); th( 1 ) ~ 1kh c i kh c kh c        
2

0 2 0

2
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(2 ) 4 (1 )(1 ) 1

1 (2 ) tg( 1) 4 (1 )( 1)) 0

c c
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(2 ) 1 (2 )

c cc c
kh c
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Так как 1,   получим 0 1c  . 

Для любого   из заданного интервала существует бесконечное множество k h , 
удовлетворяющих уравнению (13). Т.е. для фазовой скорости 

 12 11 22v min c ,c c   по слою распространяются волны с разными k h . 

2.2 
0 0 1

1 1 ; 1
c c

    


 тогда  0 0 1th( 1 ) ~ th( 1 ) ~ 1kh c kh c      

2
0 0 1 0

2
0 0 2

1 (2 ) 4 (1 )(1 )

1 (2 ) 4 (1 )(1 ) 0

c c c

c c

           
            

 (17) 
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Уравнение (17) имеет тривиальный корень 0  . Уравнение (9) можно 
представить в виде 

1( ) 0R    

где   2 0 1
1 0 0

0 0 1

(1 )1 4 1
1 1

cR c c
c c

 
         

      
 (18) 

2
0 0

2

(1 )1 4 1 0
1 1

c c
 

      
      

 

    2 01 12 1 0(0) 1 cR       

При 0 1c      01 0(1) 1 0cR c   . 

При 0 1c       01 0 0(1/ ) 1 0R cc c   . 

То есть существует, по крайней мере, один корень при 00 min(1,1/ c )    и 

всегда имеет решение  12 22v min ,c c   
 

Фиг 2. Зависимость фазовой скорости от kh  при 
  0 1 20.5,1, 2 0.5; 0.3; 0.1;c        
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Фиг. 3 Зависимость фазовой скорости от kh   

  0 1 20.5,1, 2 1.2; 0.3; 0.1;c        

Фиг. 4. Зависимость фазовой скорости от kh   при 

0 1 20.3; 0.5; 0.3; 0.1;c        

Заключение. При 1kh   (при длинных волнах) получим  1v Rc O k h   , 
которое означает, что фазовая скорость близка к скорости волн Рэлея в 
полуплоскости, оставаясь меньше. При 1kh   и 0 1c   для любого   из 

01/ 1c     существует бесконечное множество k h , удовлетворяющих 
дисперсионному уравнению. Расчёты показывают, что фазовая скорость достигает 
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максимального значения при 1.2kh   и практически не зависит от физических 
характеристик, хотя само максимальное значение увеличивается с увеличением  .  
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