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The paper proposes a model for studying the influence of a concentrated mass distributed along the plane of 
an elastic layer on the characteristics of an elastic waveguide. Dispersion equations are obtained for the phase 
velocity of symmetric and antisymmetric vibrations. The limiting cases are considered and numerical calculations 
are given for the phase velocity of the wave. The influence of a concentrated mass on the velocity of a surface 
wave is shown. 

 
Սարգսյան Ա.Ս., Սարգսյան Ս.Վ. 

Ալիքները իներցիոն զանգվածով բաշխված եզրով առաձգական շերտում 
Հիmnaբառեր. ալիքատարներ;  փուլային արագություն; դիսպերսիոն հավասարում; իներցիոն 
զանգված;գոյություն: 
 

Աշխատանքում առաջարկված է մի մոդել, որի միջոցով կարելի է հետազոտել  առաձգական 
շերտի հարթությամբ բաշխված կենտրոնացված զանգվածի ազդեցությունը առաձգական 
ալիքատարի բնութագրիչների վրա:Համաչափ և շեղհամաչափ տատանումների փուլային 
արագություների համար ստացված են դիսպերսիոն հավասարումներ:Դիտարկված են սահմանային 
դեպքեր և կատարված են  թվային հաշվարկներ ալիքի փուլային արագության համար: Ցույց է տրված 
կենտրոնացված զանգվածի ազդեցությունը մակերևութային ալիքի արագության վրա: 

 
В работе предлагается модель для исследования влияния сосредоточенной массы, распределённой по 

плоскости упругого слоя, на характеристики упругого волновода. Для фазовой скорости симметричных и 
антисимметричных колебаний получены дисперсионные уравнения. Рассмотрены предельные случаи и 
приведены числовые расчёты для фазовой скорости волны. Показано влияние сосредоточенной массы на 
скорость поверхностной волны. 

 
 

Введение. При изучении процесса распространения волн в упругих телах  особую 
роль играет выбор граничных условий. В основном,  принимается одно из предпо-
ложений: границы тела жёстко закреплены или границы тела свободны. Однако, на 
практике существует множество ситуаций, когда нельзя пренебречь реальными 
свойствами сред, окружающих тело [1].  

Распространению поверхностных волн с неклассическими граничными условиями 
посвящены многочисленные исследования [1-7,9-13,17] и др. Волны Рэлея в 
изотропном упругом полупространстве с импендансными граничными условиями 
были исследованы в работах [14-16]. В работе [4]  вместо граничных условий 
свободной поверхности для упругого изотропного полупространства рассмотрены 
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два варианта усложнённых граничных условий. Установлены условия, при которых 
поверхностная волна не может существовать.  

Задачам о распространении волн в изотропном слое с упруго закреплёнными 
границами посвящены работы [ 17-22]. Периодические волны в упругом слое, когда 
на границах слоя нормальное и касательное напряжения стесненны, исследовано в 
[23,24], где показано влияние коэффициента стеснённости на фазовую скорость 
симметричных и антисимметричных колебаний слоя.  

В настоящей работе предлагается модель для исследования влияния сосредото-
ченной массы, распределённой по плоскости упругого слоя, на характеристики 
упругого волновода. Для фазовой скорости симметричных и антисимметричных 
колебаний получены дисперсионные уравнения. Рассмотрены предельные случаи и 
приведены числовые расчёты для фазовой скорости волны. Показано влияние 
сосредоточенной массы на скорость поверхностной волны. 

 
1. Постановка  задачи.  Рассмотрим упругий изотропный слой толщиной 2h. 

Слой в прямоугольной декартовой системе координат 0xyz  занимает область 

      , , ; , , , ,L x y z x y z h h      . В этом слое распространяется перио-

дическая волна с фазовой скоростью c. Для плоско-напряжённого состояния 
бесконечного упругого  слоя (     , , , 0, , ,u u x z t w x z t

, где u, w – проекции упру-
гих перемещений на координатные оси x, z)  при помощи преобразований  

,u w
x z z x

   
   
   

                    (1.1) 

динамические уравнения теории упругости приводятся к автономным волновым 
уравнениям относительно динамических потенциалов  , ,x z t  и  , ,x z t  [6]: 

2 2 2 2
2 2
1 22 2 2 2, ,c c

t t x z
     

      
   

.        (1.2) 

При  математическом моделировании физических явлений важнейшую роль играет 
выбор граничных условий. В основном, при изучении процесса распространения 
волн в упругих телах принимается одно из предположений: границы тела жёстко 
закреплены (условия Дирихле) или границы тела свободны (условия Неймана). 
Однако, на практике существует множество ситуаций, когда нельзя пренебречь 
реальными свойствами сред, окружающих тело [1].  
Здесь примем, что на плоскостях z h  , ограничивающих слой, заданы следующие 
граничные условия: 

2

0 20,zz zx
um

t


   


 ,             (1.3)   

где 0m > 0  – сосредоточенная (инерционная) масса. Второе граничное условие (1.3) 
может появиться вследствие либо наличия тонкого слоя из материала с отличными от 
материала слоя  характеристиками [5], либо наличия сосредоточенной массы, 
распределённой по плоскостям z h  . При 0 0m   граничные условия (1.3) 
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соответствуют случаю свободных границ, а при 0m   получаем смешанные 
граничные условия.  

С использованием закона Гука и преобразования (1.1) граничные условия (1.3) 
при z h   приводятся к виду: 

 
2 2 2

2 22 2 0,
x zz x

     
       

                               (1.4)
 

2 2 2 2
0

2 2 22 0m
x z x zx z t
                      

 

2. Решение задачи. Поставим следующую задачу. Найти решения двумерных 
волновых уравнений (1.2), удовлетворяющих граничным условиям (1.4). 

Решения уравнений (1.2) можно представить в виде [6]: 
 

      1 1sh ch exp ,A z B z ik x ct     
 

      2 2sh ch exp ,C z D z ik x ct       (2.1) 

где A, B, C и D – произвольные постоянные,    и  – упругие постоянные 

 2 2
1 1k    ,  2 2

2 1k    , 2
1

2c   



, 2

2c 



, 
2
2
2
1

c
c

  , 

2 2

2 2 2
2 2

c
k c c


   . 

Любое решение для u  и w  может быть представлено, как линейная комбинация 
четырёх интегралов, связанных с корнями характеристического уравнения 

 1, 4i i  .  

Подставляя (2.1) в граничные условия (1.4), получим систему четырёх линейных 
однородных алгебраических уравнений относительно произвольных постоянных. 
Приравнивание определителя этой системы уравнений нулю приводит к 
характеристическому уравнению, из которого при заданных значениях 

0, , , , , m     и  можно найти фазовую скорость c. Упростим задачу, 
рассмотрев две системы частных решений: 

   1 1ch exp ,B z ik x ct   
 

   1 2sh expC z ik x ct     (2.2) 
и 

   2 1sh exp ,A z ik x ct   
 

   2 2ch exp .D z ik x ct     (2.3) 
Решение (2.2) соответствует симметричному виду колебаний, а решение (2.3) – 

антисимметричному виду колебаний. При (2.2) перемещение ,u  напряжение zz  
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симметричны; перемещение ,w  напряжение zx  антисимметричны относительно 

плоскости 0z  ; а при (2.3) перемещение ,u  напряжение zz антисимметричны; 

перемещение ,w  напряжение zx симметричны относительно плоскости 0z   [6]. 

Подставляя (2.2) в граничные условия (1.4) при z h  для симметричных мод 
получим следующее дисперсионное уравнение относительно безразмерной характе-
ристики квадрата фазовой скорости  : 

        2

2 1
0

2 th 1 4 1 1 th 1 1 0,

, .

H H
H

H kh m h 


        

    
  (2.4) 

Уравнение (2.4) при 0   совпадает с дисперсионным уравнением Рэлея– 
Лэмба [6]. Для антисимметричных колебаний, удовлетворяя граничным условиям 
(1.4), относительно безразмерной характеристики квадрата фазовой скорости   
получаем следующее дисперсионное уравнение:  

         22 cth 1 4 1 1 cth 1 1 0H H
H


           (2.5) 

3. Исследование дисперсионного уравнения и численные результаты. 
1) Симметричные колебания  
Рассмотрим предельные случаи. Пусть длина волны 2 /l k   очень велика по 

сравнению с толщиной слоя 2h . В этом случае величины 1H    и 1H    
будут малы при конечном значении c . Заменяя гиперболические тангенсы их аргу-
ментами, получим: 

2
22 1 0.25c c H        (3.1) 

Если   
1
4

   
 

, то  2 2
1 23c c  и из формулы (3.1) получим: 

2 2

2 32 1
3 8psc c c

H
    

 
. (3.2)  

Предположим, что длина волны очень мала по сравнению с толщиной слоя 2h. 
Тогда из уравнения (2.4) получим: 

    22 4 1 1 1 0.
H


                                                      (3.3)   

Уравнение (3.3) при  0   совпадает  с классическим уравнением Рэлея [8]. В 
отличие от уравнения Рэлея, уравнение (3.3) дисперсионное, т.е. фазовая скорость   
зависит от волнового числа .k  Следует отметить, что аналогичное дисперсионное 
уравнение получено для задачи Рэлея, когда  граница полупространства упруго 
стеснена либо по направлению нормали, либо по касательному направлению в [4].  В 
работе [4] также установлены условия, при которых поверхностная волна не может 
существовать и условия существования поверхностной волны в зависимости от коэф-
фициента, характеризующего стеснение и от длины волны.  
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Уравнение (3.3) имеет корень 0  , которому соответствует тривиальное 
решение. Следуя работе [4], исключая корень 0  , уравнение (3.3) сводится к 
виду: 

   4 1 1
1 0.

1 1
D

H
    

       
    

 (3.4) 

Исследуем  свойства функции  D  .  D   при  0   и 1   принимает 
следующие значения: 
     10 2 1 , 1 1.D H D      

Уравнение (3.4) будет иметь решение в интервале  0,1 , если  0 0.D   

При этом, решение будет единственным, если 0.dD
d




 Выбирая значения   и ,H  

удовлетворяющие условию  0 0D  , можно получить значения фазовой скорости 

поверхностной волны. При отсутсвии сосредоточенной массы 0m , как следует из 

дисперсионного уравнения (3.4), при 
1
4

   
 

 получим 20.9194Rc c . Наличие 

сосредоточенной массы и при невыполнении условия  2 1H    приводит к 
тому, что в слое с данной толщиной поверхностная волна не распространяется. В 
общем случае симметричных колебаний фазовую скорость  c требуется определить 
из полного дисперсионного уравнения (2.4). Из обсуждения предельных случаев 
следует, что для первой формы симметричных колебаний фазовая скорость лежит в 
пределах ps Rsc c c  ( Rsc  корень дисперсионного уравнения (3.3)). 

2) Антисимметричные колебания  
В предельном случае, когда длина волны очень мала по сравнению с толщиной 

слоя и при kh    2 1c c c   уравнение (2.5) сводится к уравнению (3.3). При 
другом предельном случае из уравнения (2.5) можно определить фазовую скорость 
волн изгиба для первой формы антисимметричных колебаний. 

В табл. 1 приводятся численные результаты, вычисленные по уравнению (3.4) для 
параметра η, характеризующего квадрат фазовой скорости поверхностной волны в 
зависимости от параметров   и H kh , удовлетворяющих условию 

 2 1H    при 1 3  . На фиг.1 приводится поведение функции  D  при 

различных значениях / H . Численный анализ показывает влияние сосредоточен-
ной массы на скорость поверхностной волны. Увеличение значения сосредоточенной 
массы, распределённой по плоскостям слоя z h  , приводит к тому, что скорость 
поверхностной волны при заданных значениях толщины слоя уменьшается. 
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Таблица 1. Значения фазовой скорости поверхностной волны в зависимости от параметров   

и H kh .       

H  

0 0.8453 
0.01 0.8438 
0.03 0.8409 
0.05 0.8378 
0.1 0.8298 
0.3 0.7904 
0.5 0.7348 
0.7 0.6536 
1 0.4464 

1.1 0.3421 
1.3 0.0583 

 

Фиг.1.  Поведение функции  D  при различных значениях H . 

Заключение. 
Таким образом, показано влияние сосредоточенной массы, распределённой по 

плоскости упругого слоя, на характеристики упругого волновода. Для фазовой 
скорости симметричных и антисимметричных колебаний получены дисперсионные 
уравнения. Рассмотрены предельные случаи и приведены числовые расчёты для 
фазовой скорости волны. Установлено, что в случае симметричных колебаний  
сосредоточенная масса приводит к тому, что в слое с заданной толщиной, которая 
находится из условия существования решения дисперсионного уравнения,  поверх-
ностная волна не распространяется. Показано, что  возрастание значения сосредото-
ченной массы, распределённой по плоскостям слоя, приводит к убыванию скорости 
поверхностной волны. 
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