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On solutions of dynamic three-dimensional problems of the elasticity theory for earthquake modeling 

Keywords: The non-classical dynamic problem, asymptotic method, the internal  problem, layered  packet, 
orthotropic plate. 

A three-dimensional dynamic problem of the theory of elasticity for a layered packet, which consists of N orthotropic 

plates is observed. It is considered that the measuring devices (tiltmeters, deformographs, etc.) are placed on the 

contact surface between the first and second layers of the package. By the asymptotic method of solution of the 

singular perturbed differential equations, is obtained the internal solution of the three-dimensional problem. The 

cases, when the solution becomes mathematically exact are shown. An illustrative example for a three-layer packet 

is given. 

Рассмотрена трёхмерная динамическая задача теории упругости для слоистого пакета, который состоит 

из N ортотропных пластин. Считается, что измерительные приборы (наклономеры, деформографы и др.) 

помещены на поверхности контакта между первым и вторым слоями пакета. Асимптотическим методом 

решения сингулярно возмущённых дифференциальных уравнений определено решение внутренней трёх-

мерной задачи. Указаны случаи, когда решение становится математически точным. Приведён иллюстра-

ционный пример для трёхслойного пакета. 

Введение. Планета Земля (Rзем.= 6378 км) слоиста и неоднородна и состоит  из 

земной коры, Верхней и Нижней мантий, Внешнего и Внутреннего ядер. Скорости 

распространения продольных P и поперечных S волн в этих слоях существенно 

разные, что и является основной отличительной чертой между этими слоями. В 

пределах Верхней мантии на глубине 100÷250 км. существует слой (Астеносфера), где 
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скорость поперечных волн VS резко понижается, а скорость продольных волн VP не 

возрастает с глубиной (VP ≈ const, VS ≈ 0). Земная кора и часть Верхней мантии до 

границы с Астеносферой составляет Литосферу, которая разбита на несколько 

больших блоков и называются плитами. Крупными Литосферными плитами Земли 

являются: Евразийская, Индо-Австралийская, Антарктидская, Филиппинская, Наска, 

Тихоокеанская, Южно-Американская, Северо-Американская, Африканская, 

Анатолийская, Аравийская и др. 

В двадцатом столетии исследования по прогнозу землетрясений показали, что 

сильные землетрясения являются результатом тектонических движений Литосферных 

плит Земли (≈ 95% землетрясений)[1-3]. Установлено, что подавляющее большинство 

землетрясений сгруппировано в относительно узких зонах, сейсмическая и текто-

ническая активность в которых приписываются, в основном, взаимодействиям примы-

кающих друг к другу Литосферных плит, которые подвержены относительным 

перемещениям вдоль своих контактирующих поверхностей («сейсмические зоны»). 

Выделяют связанные с возникновением землетрясений две стадии тектонических 

движений: медленные (вековые) и быстротечные (скачкообразные). Вековые движе-

ния являются квазистатическими и могут длиться десятки лет, в результате, в 

Литосферных плитах и отдельных блоках земной коры накапливаются деформации, 

которые достигнув критического значения порядка 10-4, а по данным известного 

японского сейсмолога Rikitake [1] – порядка 4.7*10-5, приводят к глобальному 

разрушению (землетрясению) и основная часть накопленной с годами огромной 

потенциальной энергии деформации выделяется в виде объёмных упругих 

продольных P и сдвиговых S-волн, а также поверхностных волн Релея и Лява. Всегда 

скорость VP  больше скорости VS , что позволяет определить расстояние эпицентра 

землетрясения от заданной сейсмостанции, а по данным трёх станций – место 

расположения очага землетрясения. Быстротечные (скачкообразные) движения 

(форшок, землетрясение, афтершок) являются динамическими и для их описания 

необходимо решать соответствующую динамическую задачу теории упругости для 

слоистого пакета, которая является неклассической в том смысле, что граничные 

условия задаются лишь на лицевой поверхности пакета.  

Чтобы уменьшить влияние измерений внешних аномальных (в основном, 

атмосферных) факторов на данные истинно происходящих процессов внутри пакета 

(Литосферной плиты), в сейсмологии начали измерительные приборы (наклономеры 

и др.) помещать внутри пакета на некотором расстоянии от лицевой поверхности и по 

данным этих приборов составлять более объективное представление о напряжённо-

деформированном состоянии пакета. Неклассическая квазистатическая задача для 

однослойных и многослойных пластин с учётом также влияния изменения темпера-

турного поля, когда компоненты перемещения заданы на лицевой поверхности пакета, 

решена в [4,5]. Та же задача решена для слоистого пакета, когда данные измерений 

сняты с поверхности контакта между слоями с номерами k и (k+1) [6]. Неклассическая 

динамическая задача для многослойных пластин, когда компоненты вектора пере-

мещения заданы на лицевой поверхности пакета, решена в [7]. В данной работе решена 
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динамическая задача для многослойного пакета, когда значения компонент вектора  

перемещения сняты с поверхности контакта между первым и вторым слоями, как 

данные наклономеров и других измерительных средств.   

1. Основные уравнения и постановка краевой задачи. Рассмотрим слоистый 

пакет из N ортотропных пластин, занимающий область {( , , ) :D x y z 0 ,x a 

0 ,y b  0 ,z h  1 2 ... ,Nh h h h    min( , ) , },a b l h l   где nh

 1 n N   – толщины пластин (фиг. 1). 

 

Требуется найти для пакета решение уравнений движения 

       2
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и соотношений упругости Гука (для простоты записи индекс «к» опущен) 
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при граничных условиях при z = 0 (лицевая поверхность свободна): 
   1

, ,0, 0,jz x y t   , , ,j x y z
               (1.3)

 

когда заданы значения перемещений точек поверхности контакта между первым и 

вторым слоями как данные наклономеров и других измерительных средств: 
         1

1, , , , expu x y h t u x y i t


 
             

 , ,u v w
                       (1.4)

 

и при условиях полного контакта между всеми слоями, которые для произвольного 

(k)-ого слоя записываются: 
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       1
,

k k

k ku z H u z H


  
       

 , ,u v w
                                            (1.5)

 

где  Ω – частота колебаний точек поверхности контакта первых двух слоёв пакета, 

которая фиксируется наклономерами, сейсмостанциями и GPS. Постоянные 

упругости, толщины hk и плотности ρк слоёв считаются известными.  

      Решение сформулированной задачи отыскивается в виде 
         , , , , y,z exp ,
k k

ijx y z t x i t   
   

, , , ;x y z  
 

, 1,2,3;i j 
 

   
 
   , , , , , exp ,

kk
u x y z t u x y z i t 

  
 , ,u v w

   
1,2,...,k N

            (1.6)
 

Перейдём к безразмерным координатам и перемещениям по формулам: 

/ ,x l  / ,y l 
1/ / ,z h z l       

/ ,
kk

U u l
   

/ ,
kk

V v l
   

/ .
kk

W w l      (1.7)
 

      
Получим сингулярно возмущённую малым параметром /h l   систему:
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      Решение этой системы складывается из решений внутренней задачи (I(k)int) и 

пограничного слоя (Ib
(k)):  

     int
.

k k k

bI I I 
 

Решение внутренней задачи имеет вид: 
   int ,

,
k k ssU U 
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s 0,S ,

 (1.9)
 

где обозначение s 0,S  означает, что по повторяющемуся (немому) индексу s 

происходит суммирование от нуля до S. 
 

       Подставив (1.9) в (1.8) и приравняв в каждом уравнении соответствующие 

коэффициенты при  , получим новую систему:
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откуда однозначно определяются 
 ,k s
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 ,k s

U ,
 ,k s

V ,
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W . 

Из системы (1.10) все напряжения можно выразить через перемещения по 

формулам: 

   
 

 
 

 
 , , 1 , 1

,

11 23 22 12 ,
k s k s k s

k s k k kW U V
A A A

 
  

    
  

  1,2; , ;22,33; ,U V   

   
 

 
 

 
 , , 1 , 1

,

33 11 23 13 ,
k s k s k s

k s k k kW U V
A A A

 
  

   
  

 

 

 

   , 1 , 1
,

12

66

1
,

k s k s
k s

k

U V

a

   
   

            
 (1.11)

 

 

 

   , 1 ,
,

13

55

1
,

k s k s
k s

k

W U

a

  
   

  
    55 44, ;1,2; , ; ,U V a a  , 

где 
 k

ijA выражаются через 
 k

ija по формулам: 

        
2

11 11 22 12 ,
k k k k

A a a a  
 

        
2

22 22 33 23 ,
k k k k

A a a a  
   

        
2

33 11 33 13 ,
k k k k

A a a a  
          13 11 23 12 13 ,
k k k k k

A a a a a  
     (1.12)

 

          23 22 13 12 23 ,
k k k k k

A a a a a  
 

          12 12 33 13 23 ,
k k k k k

A a a a a  
       

                          
2 2 2

11 22 33 12 13 23 11 23 22 13 33 122
k k k k k k k k k k k k

a a a a a a a a a a a a      .
 

Подставив значения 
     , , ,

13 23 33, ,
k s k s k s

    в первые три уравнения (1.10), для 

определения 
     , , ,

,V ,W
k s k s k s

U  получим уравнения:  
 

     
,2

, ,2

55 *2
,

k s
k k s k s

k u

U
a U R


   


55 44

11

1
, , ; , , ,U V W a a

A

 
 
 

* ,h  
 (1.13)

 

где 
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 
 

 
   , 1 , 1, 12

, 11 12

55 ,

k s k sk s
k s k

u

W
R a

    
    

    

   55 44, ; 1,2; , ; ,U V a a   

 

 

 
 

 
     , 1 , 1, 1 , 12 2

, 13 23

23 13

11

1
,

k s k sk s k s
k s k k

w k

U V
R A A

A

     
    

     

  
 (1.14)

 

 ,
Q 0

k n
 при 0n          

Решениями уравнений (1.13) являются:  

       , ,

1 * 55, sin
k s k s k

u kU C a        

       
 

,,

2 * 55, cos , ,
k sk s k

u kC a u           (1.15) 

   

 55 44

11

1
, , ; , , ,

k k

k
U V W a a

A

 
  
     

, ,u v w – частные решения уравнений (1.13). 

 Для первого слоя, удовлетворив условиям (1.3), (1.4), получим: 

 

 

   1,1, 1
1,

1
1

* 55 1 0

1
,

ss
s

u

W u
C

a





  
   
     

 

 
   

 
 

   

1,

1, 1, 11

2 1 * 55 1 1
1

* 55 1 1

,
cos

ss

s s

u u

U u
C C tg a

a


 

    
  

     
 55 44, ; , ; ,U V a a 

 

 
 

 

1,
1,

1
1

* 11 1

,
s

s

w

W
C

A
 

 
   

   

 (1.16)
 

 
   

 

 

 

 

1,

1, 1,1 1

2 1 * 11

1 11

* 11

11

tg ,

cos

ss

s s

w w

W w
C C

A

A


  

   


 

 

   
 

 
 

 
 1, 1, 1 1, 1

1, 1 1 1

11 23 13

0

,

s s s
s w U V

W A A A
 



   
   

    

  0
,

u
U

l




   
 

0,
s

U


   0s     , ,u v w . 

 Для второго слоя, используя условия (1.4), (1.5), получим: 

         2, 2, 2 2, 2

1 * 55 2 1 * 55 2 1cos sin ,
s s s

u u uC a a          
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         2, 2, 2 2, 2

2 * 55 2 1 * 55 2 1cos sin ,
s s s

u u uC a a          

 
 

        
2

2, 1, 2,55

13 1 13 1

* 2

1
,

s s s

u

a
         

 

     
 

2,2,

1 ,
ss s

u U u


       

 

 

   2,2, 1
2,

13 2

55

1
,

ss
s W u

a

  
   
  
 

      55 44u,v;1,2; , ; ,a a   

   

 

 

 

2, 2, 2,2 2

1 * 1 * 12 2

11 11

cos sin ,
s s s

w w wC
A A

 
      

                                     

 (1.17) 

   

 

 

 

2, 2, 2,2 2

2 * 1 * 12 2

11 11

cos sin ,
s s s

w w wC
A A

 
        

 

 

       2, 1, 2,

33 1 1
2

* 11 2

1
W ,

s s s

w

A

      
 

 

 

     
 

2,2,

1 ,
ss s

w W w


     
 

   
 

 
 

 
 

1

2, 2, 1 2, 1
2, 2 2 2

11 13 23W .

s s s
s w V U

A A A
 



   
   

    

      

Для слоя с произвольным номером (k), удовлетворив условиям (1.5), будем иметь: 

         k, k, k,

1 * 55 1 * 55 1cos sin ,
s s k s k

u u k k u k kC a a           

         k, k, k,

2 * 55 1 * 55 1cos sin ,
s s k s k

u u k k u k kC a a           

 
 

        k, k 1, ,55

13 1 13 1

*

1
,

k

s s k s

u k k

k

a 

          
 

 

     
 

 
k,k, 1,

1 1 ,
ss k s

u k kU u


           

 

 

   k,k, 1
k,

13

55

1
,

ss
s

k

W u

a

  
   
  
 

,k

k

H

h
   55 44u,v;1,2; , ; ,a a 

    (1.18)
 

   

 

 

 

k, k, k,

1 * 1 * 1

11 11

cos sin ,
s s sk k

w w k w kk k
C

A A
 

 
        
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   

 

 

 

k, k, k,

2 * 1 * 1

11 11

cos sin ,
s s sk k

w w k w kk k
C

A A
 

 
        

 

 

       k, k 1, k,

33 1 1

* 11

1
W ,

s s s

w k k
k

kA



 
      
 

 

 

     
 

 
k,k, 1,

1 1 ,
ss k s

w k kW w


           

   
 

 
 

 
 

1

k, k, 1 k, 1
k,

11 13 23W ,

k

s s s
s k k kw V U

A A A



 



   
   

    

    3 .k N   

Определив 
   , ,

1 2,
k s k s

u uС С   , , ,u v w  по формулам  (1.6), (1.11), (1.15)-(1.18) опреде-

лятся все искомые величины. Таким образом, условия (1.3) – (1.5) оказались доста-

точными для определения всех искомых величин во внутренней задаче. Это решение, 

как правило, не будет удовлетворять граничным условиям на боковой поверхности 

пакета. Для устранения возникшей неувязки необходимо иметь решение для 

пограничного слоя, которое при удалении от боковой поверхности во внутрь пакета 

убывает экспоненциально. В силу подчёркнуто больших тангенциальных размеров 

Литосферных плит по сравнению с её толщиной, обычно этим решением пренебре-

гают. Однако, при необходимости его можно построить и сопрягать с решением 

внутренней задачи, изложенным в [8] способом.    

2. О математически точных решениях. Если входящие в граничные условия (1.4) 

функции являются многочленами от тангенциальных координат, то построенный в п.1 

итерационный процесс определения искомых величин обрывается и получается 

математически точное решение во внутренней задаче.  

В качестве иллюстрации приведём математически точное решение для трёхслой-

ного пакета, когда на поверхности контакта между первым и вторым слоями заданы 

значения перемещений точек, как данные измерений наклономеров и других 

измерительных средств: 
  

 
       1 2

1 1, , , , constu u u        
      

 , , ,u v w
             

 (2.1)
 

Граничными условиями задачи кроме (2.1) будут: 

 , ,0, 0,jz x y t 
     

, ,j x y z
      

при       0, 
        

 (2.2) 

   1 2
,jz jz  

    
, ,j x y z

   
при

  
1

1 ,
h

h
   

  

 (2.3) 

                                                                  
 

   

   

2 3

2 3

jz jz

u u

  


   

, , ,j x y z
    , ,u v w

     
при

  
1 2

2 .
h h

h


   

   
       (2.4) 
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Используя решение (1.15), по формулам (1.11) вычисляются также напряжения 
     , , ,

13 23 33, ,
k s k s k s

    и удовлетворяются условия  (2.1 – 2.4), что и приводит к нахожде-

нию 
   k, k,

1 2,
s s

u uC C  , , .u v w
  

Величины первого слоя  10     : 

 

 
 

 
 

1

1 * 55 1

1

* 55 1 1

cos
exp ,

cos

a
u lU i t

a


  

 
  

 

 

 
 

 
 

1

1 * 44 1

1

* 44 1 1

cos
exp ,

cos

a
v lV i t

a


  

 
  

 

 

 
 

 

 

1

* 1

1 11

1

* 11

11

cos

exp ,

cos

A
w lW i t

A




 

 


 

       

 (2.5)
 

 

 

 

 
 

1

1 * 55 11

13 1 1
55 * 55 1 1

sin
exp ,

cos

a
l U i t

a a


  

    
  

 

 

 

 

 
 

1

1 * 44 11

23 1 1
44 * 44 1 1

sin
exp ,

cos

a
l V i t

a a


  

    
  

   
 

 

 

1

* 1

1 1 11

33 11 1

1

* 11

11

sin

exp ,

cos

A
l A W i t

A




 

     


 

 

величины второго слоя  1 2     :
 

       
 

 

     
2

2 2 2 1 2 21 55

* 55 2 1 * 55 1 1 * 55 2 1 * 55 21

2 55

exp sin tg cos sin
a

u lU i t l U a a a a
a



  
                  

  
 

 

 
 

 

       
2

2 1 2 21 55

* 55 2 1 * 55 1 1 * 55 2 1 * 55 21

2 55

cos tg sin cos exp ,
a

U a a a a i t
a



 
               

  
  
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 55 44, ; ,U V a a  (2.6) 

     
 

 

       

1

2 2 2 1 11 1 2 2

* 1 * 1 * 1 *2 2 1 2 2

11 2 11 11 11 11

exp sin tg cos sin
A

w lW i t l W
A A A A A


      
              

  
 

 

 

 

       
 

1

2 1 11 1 2 2

* 1 * 1 * 1 *2 2 1 2 2

11 2 11 11 11 11

cos tg sin cos exp ,
A

W i t
A A A A A


     
           

  
  

 

 

 

 
 

 

       
21

2 2 1 2 2 21 55

13 * 55 2 1 * 55 1 1 * 55 2 1 * 55 2 * 55 22 1

55 2 55

sin tg cos cos
a

U a a a a a
a a




  
                   

  
 

 

 
 

 

         
2

2 1 2 2 21 55

* 55 2 1 * 55 1 1 * 55 2 1 * 55 2 * 55 21

2 55

cos tg sin sin exp ,
a

U a a a a a i t
a



 
                 

  
  

 

 

 55 44, ; ,U V a a  

 

   

 

 

         

1

2 2 1 2 1 11 1 2 2 2

33 11 * 1 * 1 * 1 * *2 2 1 2 2 2

11 2 11 11 11 11 11

sin tg cos cos
A

A W
A A A A A A

 
       
               

  
 

 

 

 

         
 

1

2 1 11 1 2 2 2

* 1 * 1 * 1 * *2 2 1 2 2 2

11 2 11 11 11 11 11

cos tg sin sin exp ,
A

W i t
A A A A A A


      
            

  
  

величины третьего слоя  2 1    : 

     
 

             
3

3 3 2,0 3 2,0 3 355

13 2 * 55 3 2 2 * 55 3 2 * 55 3

* 3

1
exp cos sin sin

a
u lU i t l a U a a

 
                 
  
 

 

     
 

         
3

2,0 3 2,0 3 355

2 * 55 3 2 13 2 * 55 3 2 * 55 3

* 3

1
cos sin cos exp ,

a
U a a a i t

 
               

   
  

 55 44 13 23, ; , ; ,U V a a  
               (2.7)

 

     
 

   
 

   
   

3 3 2,0 2,03 3 3

33 2 * 2 2 * 2 *3 3 33
11 11 11* 11 3

1
exp cos sin sinw lW i t l W

A A AA

                 
   

 

 

   
   

   
   

 2,0 2,03 3 3

2 * 2 33 2 * 2 *3 3 33
11 11 11* 11 3

1
cos sin cos exp ,W i t

A A AA

                
    
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 

 

 
               

31
3 2,0 3 2,0 3 3 355

13 13 2 * 55 3 2 2 * 55 3 2 * 55 3 * 55 33
* 355

1
cos sin cos

a
a U a a a

a

  
                  
  
   

     
 

           
3

2,0 3 2,0 3 3 355

2 * 55 3 2 13 2 * 55 3 2 * 55 3 * 55 3

* 3

1
cos sin sin exp ,

a
U a a a a i t

 
                 

   
  

 

 55 44 13 23, ; , ; ,U V a a    

   

 

   
 

   
     

3 3 2,0 2,01 3 3 3 3

33 11 33 2 * 2 2 * 2 * *3 3 3 33
11 11 11 11* 11 3

1
cos sin cosA W

A A A AA



                   
   

   
   

   
     

 2,0 2,03 3 3 3

2 * 2 33 2 * 2 * *3 3 3 33
11 11 11 11* 11 3

1
cos sin sin exp ,W i t

A A A AA

                  
      

Заключение. Для многослойного пакета из ортотропных пластин найдено 

асимптотическое решение пространственной динамической задачи для слоистого 

пакета, которая моделирует динамическое поведение Литосферной плиты или задан-

ного блока земной коры. Предполагается, что сейсмологические измерительные 

приборы (наклономеры, деформографы и др.), данные которых позволяют определить 

напряжённо-деформированные состояния слоёв, помещены на поверхности контакта 

между первым и вторым слоями пакета.  

Установлены случаи, когда решение внутренней (внешней) задачи становится 

математически точным. Приведён иллюстрационный пример для пакета из трёх 

ортотропных пластин.  
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