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In this paper we consider the problem of finding the boundary conditions of a rectangular plate with an inertial 
element at two opposite edges, if several frequencies of proper transverse oscillations are known. It is assumed 
that on the other two edges there is a hinged support. 
 

Արաբյան Մ.Հ.,  Հովհաննիսյան Զ.Բ. 
Սեփական լայնական տատանումների հաճախականությունների տրված արժեքներով ուղղանկյուն 

սալի եզրային պայմանների որոշումը իներցիոն էլեմենտի առկայությամբ 
Հիմնաբառեր՝ սալ, իներցիոն էլեմենտ, հաճախականություն, հակադարձ խնդիր: 

Աշխատանքում ուսումնասիրվում է սեփական լայնական տատանումների 
հաճախականությունների մի քանի արժեքներով ուղղանկյուն սալի հանդիպակաց եզրերում 
ամրացման պայմանների որոշման խնդիրը, եզրերում իներցիոն էլեմենտի առկայության դեպքում: 
Ենթադրվում է, որ մյուս երկու եզրերը ամրացված են հոդակապորեն: 

 
В настоящей работе рассматривается задача нахождения краевых условий прямоугольной пластинки с 

инерционным элементом на двух противоположных краях, если известны несколько частот собственных 
поперечных колебаний. Предполагается, что на двух других краях имеет место шарнирное опирание. 
 

Введение. На практике при эксплуатации пластин под действием внешних сил  
зачастую нарушаются условия закрепления краёв. Появляется необходимость 
проверки степени нарушения первоначальных граничных условий без разрушений 
конструкций. В настоящей работе определяется закрепление краёв прямоугольной 
пластинки при заданных частотах собственных поперечных колебаний. Сравнение 
полученных реальных граничных условий с условиями, заложенными в проект, 
покажет степень нарушения условий закрепления на краях пластинки и позволит 
оценить степень пригодности конструкции для последующей эксплуатации. 

Восстановление краевых условий на краях пластинки при заданном спектре 
частот собственных колебаний рассматривалось в работах [1,2,3], однако, в этих 
работах в краевых условиях отсутствует инерционный элемент. Восстановление 
краевых условий с инерционным элементом на краях балки рассмотрено в работах 
[4,5]. 
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Первый существенный результат в данном направлении был получен в 1929 г. 
В.А. Амбарцумяном. Он показал, что в общем случае без каких-либо условий 
оператор Штурма – Лиувилля определяется неоднозначно. 

Уравнение колебаний пластинки представляется в виде [6]: 
4 4 4 4 2

2 4
4 2 2 4 22 0.w w w ha w
x x y y D t

    
    

    
 (1) 

где ( , , )w x y t  – прогиб, , [0;1]x y – безразмерные координаты по длине и по ширине 

пластинки, a b  , a –длина, b – ширина, ))Eh 3 2D = (12(1- – жёсткость 
пластинки, E – модуль Юнга, – коэффициент Пуассона,  – плотность материала. 

Рассмотрим случай, когда на краях 0y   и 1y   имеет место шарнирное 
опирание пластинки: 

2

20, 0, ( 0, 1)w y yy
w   


. (2) 

Наиболее общие граничные условия с инерционным элементом на краях 0x   и 
1x   можно представить в виде [7]: 

2
(1) (1) (1) (1) (1)
11 12 13 14 15 2

3
(2) (2) (2) (2) (2)
11 12 13 14 15 2

0,

0

x x

x x

w wa w a a M a N a
x t
w wa w a a M a N a
x x t

  
      


         




  при 0,x   (3) 

2
(1) (1) (1) (1) (1)
11 12 13 14 15 2

3
(2) (2) (2) (2) (2)
11 12 13 14 15 2

0,

0

x x

x x

w wb w b b M b N b
x t
w wb w b b M b N b
x x t

  
      


         




  при 1,x   (4) 

где  
2 2

2 2x
w wM D
x y

  
      

– изгибающий момент, 

2 2

2 2(2 )x
w wN D

x x y
   

        
 – поперечное усилие. 

Рассмотрим  частный  случай,   когда  
(1) (1) (1) (2) (2) (2)
11 12 13 11 12 140, 0a a a a a a      , 
(1) (1) (1) (2) (2) (2)
11 12 13 11 12 140, 0b b b b b b      ,  т.е. граничные условия имеют 

следующий вид: 
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2

1 2

3

2 2

0,

0

x

x

wN
t
wM
x t

 
  


    


 при 0,x   (5) 

2

1 2

3

2 2

0,

0

x

x

wN
t
wM
x t

 
  


    


 при 1,x   (6) 

где 
(1) (2) (1) (2)
15 15 15 15

1 2 1 2(1) (2) (1) (2)
14 13 14 13

, , , .a a b b
a a b b

         

Отметим, что если, например, в (5)    1 2 0 , то это соответствует свободному 
краю. 

1. Постановка задачи. Пусть имеется возможность определения необходимого 
количества собственных значений свободных колебаний  прямоугольной пластинки. 
Сформулируем следующую обратную задачу: по собственным частотам поперечных 
колебаний и заданной жёсткости пластинки найти неизвестные коэффициенты 

1 2 1, ,    и 2  в выражениях (5) и (6), т.е. определить массу, входящую в граничные 
условия. 

2. Решение задачи. С учётом (2) функцию ( , , )w x y t  можно представить в виде: 

1
( , , ) ( , ) sinn

n
w x y t u x t n y





  . (7) 

Подстановкой (7) в уравнение (1) для определения ( , )nu x t получается 
уравнение: 

4 2 24
2 4

4 2 22( ) ( ) 0.n n n
n

u u uhan n u
x x D t

  
     

  
 (8) 

Граничные условия для ( , )nu x t  с учётом соотношений (5)-(7) примут вид: 
3 2

1 13 2

2 3

2 22 2

0,

0

n n n
n n

n n
n n n

u u ua
x x t

u uu a
x x t

  
      


        

  при 0,x   (9) 

3 2

1 13 2

2 3

2 22 2

0,

0

n n n
n n

n n
n n n

u u ub
x x t

u uu b
x x t

  
      


        

  при 1,x   (10) 
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где  
2 2

1 22 2 2 2,
(2 )n nn n

 
   

   
, 

2 2 2 2

1 1 2 22 2 2 2,
(2 )n n
a aa a

D n D n
 

   
  

, 

2 2 2 2

1 1 2 22 2 2 2,
(2 )n n
a ab b

D n D n
 

   
   

. 

Предполагается, что нам известны наименьшие по n  частоты собственных 
колебаний,  т.е. 1n  . В дальнейшем 1u  обозначим через u . 

Первоначально рассмотрим случай, когда на краях 0x   и 1x   имеются 
одинаковые условия. В этом случае граничные условия из (9) можно представить в 
виде: 

3 2

1 13 2

2 3

2 22 2

0,

0

u u ua
x x t

u uu a
x x t

  
     


        

    при 0x  , (11) 

и условия симметрии и антисимметрии в середине пластинки (на линии 0, 5x  ): 
3

30, 0u u
x x
 

 
 

    при 0, 5x   (12) 

или 
2

20, 0uu
x


 


     при 0, 5x  . (13) 

Рассматриваются гармонические колебания пластинки, т.е. ищется решение 
уравнения (8) в виде: 

( , ) ( ) cos ,u x t y x t   
где ( )y x  – амплитуда,   – частота собственных поперечных колебаний пластинки. 
Тогда, из (8) для определения  ( )y x  получается уравнение: 

(4) 2 4 42( ) (( ) ) 0y y y      , (14) 
 

где 4 4 2ha D     – приведённая частота собственных колебаний.  
Граничные условия для ( )y x  из (11) получаются в виде: 

 
4

1 1
4

2 2

(0) (0) (0) 0,
(0) (0) (0) 0,
y y a y
y y a y

      


     
 (15) 

где 
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2 2

1 22 2,
(2 )

 
   

   
, (16) 

2 2 2 2

1 1 2 22 2,
(2 )
a aa a

D D
 

   
  

, 

 
а из (12), (13) 

(0,5) 0, (0,5) 0,y y    (17) 
или 

(0,5) 0, (0,5) 0.y y   (18) 
Общее решение уравнения (14) представляется в виде: 

1 2 3 4( ) ch sh cos sin ,y x c x c x c x c x          
где 
         2 2 2 2 2 2, ,  

а 1 2 3, ,c c c  и 4c  – произвольные постоянные. 

Для определения , 1, 2,3,4ic i   из (15), (17) или из (15), (18) получается 
однородная система линейных уравнений. Ненулевое решение этой системы 
получается тогда и только тогда, когда определитель этой системы равен нулю, 
откуда получается следующее характеристическое уравнение: 

1 1 2 2 3 1 2 4( ) ( ) ( ) ( ),f a f a f a a f        (19) 
где для определения нечётных по номеру частот 

1 2 2 1

8
3

2 2
4 1 2

2 2
2 1

( ) 2 sh sin ,
2 2

( ) sh cos ch sin ,
2 2

( ) (1 )(1 )sh cos
2

(1 )(1 )ch sin ,
2

f f

f

f

   
     

         
 

 
         

 
      

6 6(λ) = 2 ch cos ,
2 2

2 2

2

2

 (20) 

а для определения чётных по номеру частот 

1 2 2 1

8
3

2 2 2 2
4 1 2 2 1

sh sin ( ) 2 ,
2 2

( ) ch sin sh cos ,
2 2

( ) (1 )(1 )ch sin (1 )(1 )sh cos .
2 2

f f

f

f

   
      

         
 

   
               

6 6(λ) = 2 , ch cos
2 2

2 2

2 2

 (21) 



23 

Если, например, 2,   0,16   (бетон), то из (16) 1 20, 21, 2,54     и в 

случае 1 2 0a a   (свободный край), значения первых двух частот есть 
( ) ( )
1 27, 53, 9,80с с    . (22) 

Обе части первого условия (15) разделим на 1a , а второе – на 2a  и устремим 1a  

и 2a  к бесконечности, т.е. в инерционных элементах массу устремим к бесконеч-
ности. Тогда из граничных условий (15) получается: 

(0) (0) 0,y y   (23) 
которые соответствуют жёстким защемлениям краёв. В этом случае первые две 
частоты есть: 

(ж ) (ж )
1 27, 39, 9, 72    . 
Отметим, что при любых других граничных условиях для собственных значений 

1  и 2  имеют место: 
(ж ) (с) (ж) (с)
1 1 1 2 2 2, .          
Рассмотрим теперь обратную задачу: пусть известны значения двух собственных  

частот, например, 1  и 2 . Подставляя 1  и 2  в (19), где ( ), 1, 2,3, 4if i   в 

случае 1  определяется из (20), а в случае 2  из (21), для определения  1a  и 2a  
получается следующая система: 

11 1 12 2 13 1 2 1

21 1 22 2 23 1 2 2

,
,

d a d a d a a c
d a d a d a a c

  
   

 

где  

4( ) 1, 2, 1, 2,3, ( ) 1, 2.ij j i i id f i j c f i        
Таким образом, получается следующая система: 

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

3 1 2

,
,

,

d x d x d x c
d x d x d x c
x x x

  
   
 

 (24) 

где 1 1 2 2 3 1 2, , .x a x a x a a    

С учётом линейности первых двух уравнений системы, 1x  и  2x  выражаются 

через 3x  следующим образом: 

1 1 3 1 2 2 3 2, ,x p x q x p x q     (25) 
где  

12 23 22 13 22 1 12 2
1 1

11 22 21 12 11 22 21 12

21 13 11 23 11 2 21 1
2 2

11 22 21 12 11 22 21 12

, ,

, .

d d d d d g d gp q
d d d d d d d d
d d d d d g d gp q
d d d d d d d d
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Подстановкой (25) в третье уравнение (24) для определения 3x  получается квад-

ратное уравнение. После нахождения 3x , 1x  и  2x , а следовательно, 1a  и 2a  опре-
деляются из (25). 

Практически возможны два случая: 
а) полученное квадратное уравнение, или что то же самое, система (23) не имеет 
действительных решений при заданных 1  , 2 . Это означает, что рассмотренные 1  

и 2  не являются собственными частотами данной краевой задачи ни при каких 
граничных условиях типа (11); 
б) квадратное уравнение, или что то же самое, система (23) имеют две пары 
действительных решений. Это означает, что существуют две пары граничных 
условий типа (11), при которых реализуются данные частоты. 

Рассмотрим конкретные примеры. 
Пусть, например, 1 20, 21, 2, 54    , а  1  , 2  отличаются от (22): 

1 27, 42, 9, 76,     (26) 
тогда, система (23) имеет две пары решений: 

1 20,006,  0,0005a a    или 1 20,71, 0,16,a a   
а это означает, что есть две пары краевых условий типа (11), при выполнении 
которых реализуются частоты (26): 

3 2

3 2

2 3

2 2

0.21 0, 006 0,

2, 54 0, 0005 0

u u u
x x t

u u
u

x x t





  
 

  

 
 

  







  при 0x  , 

или 
3 2

3 2

2 3

2 2

0.21 0, 71 0,

2, 54 0,16 0

u u u
x x t

u u
u

x x t





  
 

  

 
 

  







    при 0x  . 

 
При 1 27, 22, 9, 91     (27) 

система (23) не имеет решений, а это означает, что частоты (27) не реализуются ни 
при каких граничных условиях типа (11). 

Теперь рассмотрим случай, когда на краях 0x   и 1x   краевые условия могут 
различаться. Рассмотрим частный случай, когда в (9), (10) 2 2 0n na b  , т.е. для 
нахождения ( )y x  вместе с уравнением (14) имеют место следующие краевые 
условия: 

4
1 1

2

(0) (0) (0) 0,
(0) (0) 0,
y y a y
y y
      

   
 (28) 
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4
1 1

2

(1) (1) (1) 0,
(1) (1) 0.
y y b y
y y
      

   
 (29) 

В этом случае для нахождения   получается следующее характеристическое 
уравнение: 

1 1 1 2 1 1 3( )( ) ( ) ( )g a b g a b g      , (30) 

где 2
1 2 1 4 2 3( ) 2 ( ( ) ( )ch sin ( ) ( )sh cos ),g p p p p             

4 2
2 2( ) 4 sh sin ,g        

3 1 2 3 4
2 2 2 2
1 4 2 3

( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )(1 ch cos )
(( ( ) ( ) ( ) ( ))sh sin ,

g p p p p
p p p p

         

       
 

3 4 3 4
1 1 2 1( ) (1 ) , ( ) (1 )p p               

2 2
3 2 4 2( ) 1 , ( ) 1 .p p           
В случае обратной задачи для нахождения 1a  и 1b  необходимо задаться двумя 

частотами, например, 1  и 2 . Поочерёдно подставляя 1  и 2  в характеристи-
ческое уравнение (30), для нахождения 1a  и 1b  получается следующая алгебраичес-
кая система: 

11 1 1 12 1 1 1

21 1 1 22 1 1 2

( ) ,
( ) ,

d a b d a b c
d a b d a b c

  
   

 (31) 

где  

1 1 2 2 3( ), ( ), ( ), 1, 2.i i i i i id g d g c g i        

Обозначим 1 1 1 2 1 1, .x a b x a b    Тогда, система (31) примет вид: 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

,
,

d x d x c
d x d x c

 
  

 (32) 

которая является линейной алгебраической системой относительно 1x и 2x , решение 
которой есть: 

1 22 2 12 2 11 1 21
1 2

11 22 12 21 11 22 12 21

, .c d c d c d c dx x
d d d d d d d d

 
 

 
 

После нахождения 1x и 2x , из следующей системы можно найти 1a  и 1b : 

1 1 1

1 1 2

,
,

a b x
a b x
 

 
 (33) 

откуда 
2
1 1 1 2 0.a x a x    (34) 
Практически возможны два случая: 
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а) уравнениие (34) не имеет решений, что означает, что данные 1  и 2  не могут 
быть собственными значениями ни при каких краевых условиях типа (28), (29); 
б) уравнениие (34), или что то же самое, система (33) имеет два решения. 

Так как после замены в системе (31) 1a  на 1b  и 1b  на 1a , вид системы не 

меняется, то если пара 1 1( , )a b  есть решение системы (33),  второе решение есть 

1 1( , ).b a   В действительности, эти две пары решений дают те же самые краевые 

условия, только условия на краях 0x   и 1x   меняются местами. А это означает, 
что краевые условия определяются однозначно. 

Рассмотрим конкретный пример. Пусть 1 20, 21, 2, 54    , 

1 27, 42, 9, 77,     которые отличаются  от (23). В этом случае система (31) имеет 
две пары решений: 

1 122,54,   b 21,78,a    
или 

1 121,78,   b 22,54,a      
т.е. краевые условия практически имеют вид: 

3 2

3 2

2

2

0, 21 22,54 0,

2,54 0

u u u
x x t

uu
x





  
   


  

  при 0x  , 

3 2

3 2

2

2

0, 21 21,78 0,
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  при 1x  . 

Отметим , что не всякой паре 1 2( , )   соответствуют краевые условия типа (28), 

(29). Например, при 1 27, 44, 9, 75     система (31) не имеет решений. 
Заключение. Таким образом, доказано, что имеется возможность нахождения  

граничных условий при инерционном элементе на краях прямоугольной пластинки 
по заданному спектру частот. 
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