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Movsisyan L.A. 
To the problem of optimal control of a cylindrical shell motion 

The problem of optimal control of one-dimensional motions of a cylindrical shell under longitudinal and 
transverse oscillations is studied separately. The quadratic functional of the given load is taken as a minimized 
functional. 

 
Изучается вопрос оптимального управления одномерных движений цилиндрической оболочки при 

продольных и поперечных колебаниях в  отдельности.  В качестве минимизируемого функционала берётся 
квадратичный функционал от искомой нагрузки.  
 

Введение. Вопросу оптимального управления движением тонких упругих систем  
(стержень, балка, пластинка, цилиндрическая оболочка) посвящены многочисленные 
работы [1-3 и др.]. Как правило, в рассмотренных примерах – движение 
однокомпонентное, в том числе, и для цилиндрической оболочки учитывается только 
инерционный член от прогиба. В [4]  изучается задача оптимального управления 
одномерного движения пластинки, находящейся в  нестационарном температурном 
поле. 

В представленной работе изучается вопрос оптимального управления 
одномерных движений цилиндрической оболочки при продольных и поперечных 
колебаниях в отдельности. Хотя движения одномерные, но двухкомпонентные. В 
качестве минимизируемого функционала берётся квадратичный функционал от 
искомой нагрузки [5]. Для типично вязкоупругого тела подобная задача изучается в 
статической постановке.  

Исследования по вопросу управления движением упругих тонких тел появились 
сравнительно недавно [5-11 и др.]  

Постановка задачи. Уравнения одномерного движения оболочки 
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  (1.1) 

Здесь все величины общепринятые, поэтому нет нужды их напоминания, только 
отметим, что нормальное давление  Z – искомая величина, которая обеспечивает 
оптимальность управления.  

Рассмотрим оболочку со свободно опёртыми условиями: 
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     Пусть заданы произвольные начальные условия  0t    
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тогда, относительно mf   и  m   будет: 
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Здесь приняты обозначения: 
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Решением системы (1.4) с условиями (1.3) будет 
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где через ip   обозначены 
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   (1.7)  

Пусть потребуется, чтобы в какой-то момент 1t t  систему привести в новое 

состояние посредством нормального давления mq : 
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Вопрос оптимального управления движением оболочки ставится обычным 
образом: систему из состояния (1.3) привести в состояние (1.8) оптимальным 
образом. Здесь критерием качества будем брать минимум функционала  [5] 

 
1
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, ,
tl

I q x t dxdt    (1.9) 

что равносильно минимуму каждой гармоники. Искомая оптимальная нагрузка 
определяется как 

   
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
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где неизвестные множители i  и i  (для каждой гармоники) определятся следую-

щим образом. Вычислим производные от m  и mf  , подставляя в подынтегральные 
выражения (1.6) и удовлетворяя условиям (1.8). Получатся четыре линейных уравне-
ния относительно четырёх i  и i . Записи громоздкие, поэтому не приводятся. 

Как известно, частота m  на порядок меньше, чем ,m   и во многих работах при 
рассмотрении колебаний цилиндрических оболочек учитывается только инерцион-
ный член от прогиба. Да и в задачах управления движением можно ставить вопрос 
управления одним компонентом движения (или даже только положением или 
скоростью). Здесь будем осуществлять управление только  изгибным движением 
(инерционные члены от продольного движения остаются). Искомая функция 
оптимального управления теперь 
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 1 1 1 1
1 sin cos
2

q p p       .  (1.11)  

Для каждой гармоники  m  приведённые формулы верны, поэтому для 
краткости записи индексы не вписываются. 

Если (1.11) подставить в (1.6) для f  и её производной и потребовать, чтобы в 

момент 1t t   они приняли значение по (1.8) 

   1 1,f t a f t b  ,     (1.12) 
то полученная система даёт: 
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2. Аналогичную задачу предыдущей, можно поставить для движения кольца 
(или бесконечной оболочки). Уравнение движения в этом случае 
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Здесь 
2

, ,
12
hC Eh D C Z   – искомая оптимальная нагрузка 
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Если искать решение системы (2.1) в виде 
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то система относительно  t
nf  и   t

n  (аналогичная для  2
nf  и   2n ) будет 
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Здесь введены следующие обозначения: 
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Собственные частоты определяются 

       2 1 12 2 2 2 21 1 4
2 2n n n n n np X Y        . 

Дальнейшие действия – как в предыдущем пункте. 

3. Задачу управления движением для деформируемых систем можно 
рассматривать и в статической постановке для вязкоупругих тел, в частности, для 
объекта из типичного материала. Для одномерного движения имеем уравнения: 
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При получении (3.1) уже учтено, что на концах 0x    и x l   продольное 
усилие отсутствует. Если представить решение (3.1) в виде 
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и учесть начальное условие 
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то для  mf t   получим: 
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Если теперь из начального состояния систему привести в момент 1t t   в новое 

состояние оптимальным образом, то искомая  t   должна иметь следующий вид: 

1 ,
2

te        (3.6) 

где множитель    определится (для каждой гармоники) из (3.4) (при 1, m mt t f a  ) 
и (3.6) 
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I


 
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а искомая q  из (3.5) определится, как 

 
11

0
1 1,
2

t tnq q e e
n


            

 
 ,       (3.8)  

где 0q  – произвольное начальное условие. А давление Z   определится по (3.5). 
Заключение. Классическая задача оптимального управления движением 

упругой системы ставится для колебаний цилиндрической оболочки. Движения  
оболочки двухкомпонентные, но одномерные (продольное – нормальное, поперечное 
– нормальное). Вопрос оптимального управления ставится обычным образом: 
систему из одного состояния привести в другое при минимуме определённого  
функционала от  нагрузки.  
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