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Շերտ և  ամրակցման եզրերում սիմետրիկ ճաքեր պարունակող առաձգական հարթության 

հավասարակշռությունը 

 
     Դիտարկվում է երկու կիսահարթություններ պարունակող և այլ առաձգական նյութից շերտի 

միջոցով իրար միացված առաձգական հարթության հավասարակշությունը: Շերտի և 

կիսահարթությունների հպման գծերի վրա կան սիմետրիկ դասավորված վերջավոր ճաքեր: Որոշված 

է հարթության լարվածային վիճակը և անջատված է եզակիության գործակիցը: 

 

Sargsyan V.G., Khachikyan A.S. 

The equilibrium of the elastic plane with the strip and simmetric cracks on the lines of the contacts  

      

The equilibrium of t he elastic plane, which is composed from the two similar half plane, joined together 

by the strip from the other elastic material is considered. On the contact lines of the strip and half planes 

located two symmetric cracks of finite longitude. The stress station of the plane with separated stress 

concentration is determinated. 

  
Рассматривается напряжённое состояние упругой плоскости, состоящей из двух полуплоскостей, 

соединённых полосой из другого упругого материала. На контактных линиях соединения полосы с 
полуплоскостями существуют две симметрично расположенные трещины. Определяется напряжённое 
состояние плоскости с выделенной особенностью около вершин трещины. 

 
Введение. Определением напряжённого состояния составной плоскости, 

содержащей трещины, занимались многие исследователи [1-2]. Исследовались также 
многие случаи напряжённого состояния составной плоскости, содержащей 
периодические трещины и накладки [3-5]. Здесь рассмотрено напряжённое 

состояние составной плоскости с двумя симметричными трещинами. 
Постановка задачи. Рассматривается упругая плоскость, составленная из двух 

одинаковых полуплоскостей, соединённых между собой посредством слоя из другого 
упругого материала. На линиях контакта слоя с полуплоскостями имеются 
симметрично расположенные трещины длиной a2 . В силу симметричности задач 
рассматривается первая четверть плоскости (фиг.1). 
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Граничные условия на линиях контакта с введением новых неизвестных в виде 

разности перемещений в области трещины будут: 

         
     

1 2 1 2

1 1 1(2) (2)
1

2 2
2 2

; v v v;  (0 , ), 0, ( , );

; ; 0 0 0, ,

0, 0 0; 0 v 0 , ( 0,0 );
xy xy y y xy

xy xy

u u u x a y h u v a x y h

y h x u x y h

u x y h y x

           

           

            

 (1)  

где индекс «1» относится к полуплоскости, а «2» – к слою. Внешняя нагрузка в виде 
симметричных усилий приложена к берегам трещин 

     
   

2 1

1 0 ; 0
y y

xy

f x

y h x a

   

    
    (2) 

Бигармоническую функцию Эри представим в виде: 

 
 
 

      

1

2

1 1 1
0

, ; , 0
,

, ; 0 , 0

, cosy

x y y h x
x y

x y y h x

x y A yB e xd




    
   

       
    (3) 

      2 2 2
0

, ch sh cos , k
kx y A y yB y xd
h

 
             

Используя формулы, выражающие компоненты напряжений и перемещений через 
функцию напряжений  [6], переходя к образам Фурье и удовлетворяя условиям  (1), 
для подынтегральных коэффициентов в выражении бигармонической функции Эри 
получим:  

        

    
1 2 4

2
3 2

1 ch sh 2 ch ch sh

ch sh 2 sh ch ,

h

h h h

A a b h h e y h h h h h

a b h h h e h he h e



   

               

          

 

      

   

1 2 1

2
3 1

1 sh ch 2ch

ch sh sh 2sh ,h

B a b h h h h

a b h h h h h e 

          

         

 

xh2

2a

II 0

y

I

Фиг. 1
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      

  
         

    

2 2 4 1 1 4

2
3 1 2 2

2 2 1 4 1 1 4

2
3 2 1 1 2 1

1 sh 2ch

sh 2sh ,

1 ch sh

ch sh

h

h h h h

h

h h

A a h b hb b h he

a he hb b b h he e e

B a e h b h b b h b h b

a e h b b h b h b b h e



    



  

          

        

          
 

         

 

где 

   ,4
4
1

54
4

43
2 ddedhded hh    

       

      ,11;31

,1331

1

2
124

1

2
123

1

2
12

1

2
12

E
Evvd

E
Evvd

E
Evv

E
Evvd






















   (4) 

  ,33
1

2
125 E
Evvd      

 
 
 
 
 
 
 

2
4 4

1

2 hEb hd e
E

 
   
 

 

Введём преобразование координат: 

   (1)
0

0

, ; ; ; ;ax at y a h a u t u x
a h
            (1)   t x .  

Удовлетворение условиям (2) приводит к следующим интегральным 
уравнениям: 

 

             1 1 1

11 12
2 11 1 1

1

1

, ,

( ) 0

  



   
           

 

   

  



d f t d
i t M t d M t d

t E d

d
  (5)  

где 

     (1) (1)1 2
1 2 1

12

1

; ; 1 (1 )
2 1

         
 

 
 

d Et u t i t d
EE

E

. 

   

       

1 12 2
2 32 2

0 0

2
1 4 2 2 1 1

1

2 2v sin ; cos ,

; 1 1 1 1 1 ,

a a

h h

E Ea x xdx a u x xdx

Eb d e b v h v v h e
E

 

    
   

 
           

 

 
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Решения (5) можно представить в виде [6] 

       1 1t t t t       ,    (6) 

где  

   
   

2 1 1 2

1 2 2 1

1 1;
2 2

1 31 ln ; th
2 1 3

i i

E E
E E

         

   
    

    

  

Дискретизируя уравнения (5) при помощи квадратурных формул [5], решение 
(5) сведём к решению следующей системы алгебраических уравнений: 

         

    

11 1 12 1
1 1

1

1 , , i f

0, 1, 2 , 1 1,2 , ,

n n

i i j i j i j
i ij i

n

i i
i

a H z a H z z
z

a i n j n

 

 





 
             

     

 

  

  (7) 

где 

      
   

   

,
1

11 11 12 12 1, 1
1

, , , , ,
ch

n i
i

n i

P
H t i M t H i M t a

n P

 


 


 
       

 
  

 1, 2, ,i i n     – корни многочлена Якоби    ,
nP x    

jz  – корни многочлена Якоби    ,
1nP x 
  

           

           

   

11 22 12 11 21

12 22 22 11 21

11 2
1 0

1, , , , ,
2 2
1, , , , ,
2 2

, cos cos


         

         


      

 

iM t K t K t K t K t

iM t K t K t K t K t

dK t t G d
d

  

   12 3
1 0

, cos sin


      
 
dK t t G d
d

 (8) 

   

   

21 2
1 0

21 1
1 0

, sin sin

, sin cos






      




      







dK t t G d
d

dK t t G d
d
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   
0

0

2

2 2
1 3 4

0 1 0 1

2
2 2

4 5
1 1

2 2 1 4 1

1 1

a

a

E EeG d d d
d a E a E

E Ee d d d
E E

 




                    
             

     

 

     

     

0
0

0

2
2

2 2 1 4 1 4 5
0 0

2

3 1

4 4

4

a
a

a

eG d d d d e d d d d
d a a

eG G


 






   
           

   
 

 

Напряжения на линии контакта имеют вид: 
     

     
1

1
1 11

1 12 1

( ) , ,2 1 ,
, , 

     
                

 
n n

y i i
i i i

i ii

at a q t
i a K t

E t q
 

       
 

       

1
1 12

1 1 1

2 11 2 12
1 1

, ,2, 1
, ,

, , , (1 )

 

 

   
       
       

           

 

 

n n
i i

i i i
i i i

n n

i i i i i i
i i

q ta
a K t

t q

a K t a K t t

  (9) 

       
     

       
 

       

1
1

1 21
1 12 1

1
1 22

1 1 1

2 21 2 22
1 1

, ,1 11 ,
2 , , 2

, ,1 1, 1
2 2 , ,

1 1, , , (1 );
2 2

 

 

 

     
               

   
       
       

          

 

 

 

n n
xy i i

i i i
i ii

n n
i i

i i i
i i i

n n

i i i i i i
i i

at a q t
a K t

E t q

q ta
a K t

t q

a K t a K t t

  

где 

    

           

1

(1) (1) (1) (1)
1 2

2, , 2 1, 1 1, 1,
1

22 2, , ,
1


            

           

n

q t B n n n n
t

n t u t i t t u t i t
t

 

Были проведены вычисления значений контактных напряжений y  для 

некоторых значений отношений модулей упругости полосы и плоскости (фиг.2,3) 

при   810f t Па .  
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Фиг.2. Нормальные контактные напряжения при 2 1 0,1;0,2E E   
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Фиг.3. Нормальные контактные напряжения при 2 1 5,0;10,0E E   
 
В таблице приведены значения коэффициентов особенности напряжений при тех 

же значениях отношения модулей упругости. 

       
     

,

1, 1
1 1

121
1 1

n
i i n

i i n i

P
K

n P

 

 
 

 


   
     (10) 

 Таблица. Коэффициенты особенностей напряжений 
 

2 1E E  0,1 0,2 5,0 10,0 
310k    19,38 10,34 74,80 309,80 

  
Как видно из таблицы, контактные напряжения при той же степени 

неоднородности, когда более жёстким является материал полосы, на порядок больше, 
чем, когда более жёстким является материал  полуплоскости.  

x/a 

x/a 

1/ Ey  

1/ Ey  

2 

1 

4 

3 
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Для коэффициента напряжений, как видно из (6), получено выражение известного 
типа. Более детальный расчёт зависимости контактных напряжений показывает, что 
основная уровновешивающая часть напряжений распределена более равномерно в 
однородном случае. При увеличении разномодульности напряжения больше 
концентрируются около особой точки, при этом, более сильно, когда увеличивается 
жёсткость материала полосы. 

 
Заключение: Полученное решение даёт возможность легко оценить контактные 

напряжения, что нетрудно распространить на всю плоскость. При этом, авторы 
хотели бы особо отметить положительное значение квадратурных формул [5]. 
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