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Ղուկասյան Ա.Ա. 

Առաձգական օղակներով և առաձգական հանգույցներով բազմօղակ մանիպուլյատորի 

կինեմատիկայի մասին 

Առաձգական բազմօղակ մանիպուլյատորի մաթեմատիկական մոդելի հիման վրա 

ուսումնասիրվում է տարածական շարժման կինեմատիկան: Դիտարկվում է այն դեպքը, երբ 

առաձգական հանդիսանում են ինչպես մանիպուլյատորի օղակները, այնպես էլ օղակների միացման 

հանգույցները: Մտցված են երեք խումբ ընդհանրացված կոորդինատներ, որոնք որոշում են 

մանիպուլյատորի բնութագրիչ կետերի տարածական դիրքերը և շարժման ընթացքում 

կոնֆիգուրացիան: Ենթադրելով, որ մանիպուլյատորի առաձգական հատկությունները որոշող 

կոորդինատները փոքր են, կինեմատիկական առընչությունները որոշված են առաձգականության 

գծային տեսության սահմաններում: 

Ընդանուր դեպքում ստացված բանաձևերը (արտահայտությունները) կիրառված են շարժական 

հիմքով երկօղակ մանիպուլյատորի կինեմատիկայի ուսումնասիրության դեպքում: 

Մանիպուլյատորը ունի երեք ազատության աստիճան, երկրորդ օղակը հանդիսանում է առաձգական 

չձգվող ձող, իսկ միացման հանգույցները պարունակում են առաձգական էլեմենտներ: 
 

Ghukasyan A.A. 
Оn the kinematics of multilink manipulator motion with elastic connecting nodes and elastic links 

On the basis of mathematical model of elastic multilink manipulator the kinematics of spatial motion is 
investigated. Тhe case when both the links and connecting nodes between links of manipulator are elastic is 
considered. Introduced three groups of generalized coordinates that define the spatial positions of the characteristic 
points of the manipulator and the configuration during movement. Assuming that the generalized coordinates 
describing the elastic properties of the manipulator are small the kinematic relationships are defined in the 
framework of linear theory of elasticity. The formula (expressions) that оbtained in general case are used to 
investigate the kinematics of movment of two-link manipulator on a movable base. The manipulator has three 
degrees of freedom, the second link is inextensible elastic rod, and the connecting nodes contain the elastic 
elements. 

 
На основе математической модели упругого многозвенного манипулятора исследуется кинематика 

пространственного движения. Рассматривается случай, когда упругими являются как звенья, так и 
соединительные узлы между звеньями манипулятора. Введены три группы обобщённых координат, 
которые определяют пространственные положения характерных точек манипулятора и конфигурацию во 
время движения. Предполагая, что обобщённые координаты, характеризующие упругие свойства 
манипулятора, малы, кинематические соотношения определены в рамках линейной теории упругости. 

Полученные в общем случае формулы (выражения) применяются для исследования кинематики 
движения двухзвенного манипулятора на подвижном основании. Манипулятор имеет три степени 
свободы, второе звено является упругим нерастяжимым стержнем, а соединительные узлы содержат 

упругие элементы. 
 

 1. Математическая модель многозвенного упругого манипулятора. 
Исследуется кинематика пространственного движения многозвенного манипулятора 
(фиг.1.a). Предполагается, что часть звеньев манипулятора моделируются как 
упругие тела или одномерные упругие стержни, а часть соединительных узлов между 
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звеньями содержат упругие элементы большой жёсткости, которые в пределе 
превращаются в идеальные связи [1-5]. 

Обобщённые координаты, определяющие 
конфигурацию манипулятора с абсолютно 
жёсткими звеньями  и с идеальными 
соединительными узлами, обозначим через 
компоненты вектора 

 1 2, , ,
T

n   α  .                                  (1.1) 

Здесь  и в дальнейшем символ  «т» обозначает 
транспонирование вектора или матрицы. 

Предполагается, что все соединительные 
узлы между звеньями представляют собой 
цилиндрическое шарниры (вращательные 
кинематические пары пятого класса), или 
поступательные кинематические пары пятого 
класса. 

Компоненты вектора α  обычно 
представляют собой совокупность углов 
относительных поворотов и линейных 

относительных смещений звеньев, связанных поступательными парами.  
Через компоненты вектора 

   1 2, , , ,
T

m m n    β    (1.2) 

обозначим дополнительные обобщённые координаты исходной системы, 
обусловленные упругими элементами в соединительных узлах. Заметим, что 

координаты векторов α  и  β зависят только от времени (фиг.1.б). 

 Обобщённые координаты, описывающие деформацию упругих звеньев 
манипулятора (смещение точек соответствующего звена относительно его 
недеформированного состояния), по аналогии с (1.1) и (1.2) являются компонентами 

вектора  ,t w  

        1 2, , , , , , ,
T

kt w t w t w t    w  ,  (1.3) 

где  – произвольная точка упругого звена.  

Положение инерционных элементов 
манипулятора в пространстве характеризуем 

N координатами: 

 TNqqq ,,, 21 q .                                 (1.4) 

 Кинематику манипулятора с упругими 
звеньями и с упругими соединительными 
узлами между звеньями в общем случае 
можно исследовать на основе соотношения 
[1-4, 11, 13-16] 

 wβ,α,fq  ,                                            (1.5) 

где  wβαf ,,  – заданная N -мерная вектор-

функция от вектор-аргументов, структура 
которой зависит от выбора обобщённых 
координат жёсткой (1.1) и упругой модели 
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манипулятора (1.2), (1.3), а также от геометрии манипулятора. 
Предположим, что матрицы частных производных 
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имеют максимальные ранги, равные  Nnr ,min1  ,   Nmr ,min2    и 

 kNr ,min3  ,  соответственно. Если одно из этих условий нарушается, то можно 

уменьшить размерность одного из векторов  , ,q α β  или w . 

Для дальнейшего исследования основной задачи кинематики упругих 
манипуляторов,  то есть  вычисление координат, скоростей и ускорений 
произвольной точки относительно инерциальной или связанной с произвольным 

звеном системы отсчёта через обобщённые координаты wβ,α, , скорости wβα  ,, и 

ускорения wβα  ,, , предполагаем, что обобщённые координаты 
i  малы, а жёсткость 

ic  соединительных узлов велика, то есть  

1~ , ~i ic          mi ,,2,1  , (1.6) 

где 1   – малый параметр, а координатный вектор  ,t w  в рамках линейной 

теории упругости мал по сравнению с линейными размерами упругого звена и 
удовлетворяет соотношениям [17-19]: 

 ,iw t  ~  ,    ,iw t  ~  ,  ,iw t  ~   (1.7) 

(частные производные по   обозначим штрихом, а по t  – точкой). 

Заметим, что в пределе при 0   соединительные узлы становятся 
идеальными, а упругие звенья – абсолютно твёрдыми телами. 

В рамках предположений (1.6), (1.7)  для исследования кинематики упругого 
манипулятора применим асимптотические методы малого параметра [1-5]. 

Формула Тейлора для функции (1.5) относительно β  и w  с точностью    по β  

и  
2 по w  будет: 
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Введя обозначения 
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где имеет место 

  00,*1 αf ,      00,*2 αf , (1.10) 

разложения (1.8) с учётом (1.9) можно представить в виде 

     wαfβα,fαfq ,*2*1  . (1.11) 

 Из (1.11) можно предположить, что положение инерциальных элементов 
упругого манипулятора описывается в рамках жёсткой модели путем введения 

дополнительного вектора  βαf ,*1
, обусловленного упругостью соединительных 

узлов между звеньями, порядок которого не превышает   и вектора  wαf ,*2
, 

обусловленного упругой податливостью звеньев манипулятора, порядок которого не 

превышает 
2 . Движение рассматриваемой модели манипулятора имеет 

колебательный характер относительно движения жёсткой модели [1–4, 9, 11]. 
 Формула (1.11) позволяет исследовать кинематику манипулятора, когда 
соединительные узлы между звеньями идеальные, а звенья – абсолютно жёсткие 

 0,0  wβ , на основе кинематического соотношения 

 αfq    (1.12) 

между  обобщёнными координатами α  и q , а также в случае упругих 

соединительных узлов между звеньями и абсолютно жёсткими  0w  звеньями  

   βαfαfq ,*1  (1.13) 

и когда звенья манипулятора являются упругими, а соединительные узлы – 
идеальными 

   wαfαfq ,*2 .  (1.14) 

 Все эти частные математические модели манипулятора имеют место и широко 
исследуются в научной литературе [1-16 и др.]. 
 2. Обобщённые скорость и ускорения движений упругого манипулятора. 
Вычисляя производные по времени от функций (1.11), получим вектор скорости 
характерных точек манипулятора в виде: 

         wwαFαwαFββαFαβαFααFq  ,,,, 4321    (2.1) 

или 

     wwααvββααvααvv  ,,,,,,, 321    (2.2) 

где  

   ααFααv  ,1
   (2.3) 

определяет скорость движения манипулятора с абсолютно жёсткими звеньями и 
идеальными соединительными узлами, 

     ββααβαFββααv  ,,,,, 21
2 F    (2.4) 

– дополнительный вектор скорости, обусловленный упругостью соединительных 
узлов, а 

     wwαFαwαFwwααv  ,,,,, 43
3    (2.5) 

– вектор скорости, который зависит от упругих свойств звеньев манипулятора. 
 Заметим, что 

  00,0,,2 ααv  ,     00,0,,3 ααv  . 

 Для определения компонентов вектора скорости (2.1) вычислим элементы 

матриц  αF ,   βαF ,1 ,   βαF ,2 ,   wαF ,3 ,    wαF ,4 . 
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 Из (1.11) следует, что матрица  αF  с размерностью  nN    имеет следующую 

структуру: 
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  (2.6) 

 

Матрица  βαF ,1  имеет также размерность nN    с элементами 
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 (2.7) 

где обшим элементом матрицы  βαF ,1  является 
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Матрица  βαF ,2  с размерностью mN   имеет вид: 
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1* 1* 1*
1 1 1

1 2

1* 1* 1*
2 2 2

2 1 2

1* 1* 1*

1 2

, , ,

, , ,

,

, , ,

m

m

N N N

m

f f f

f f f

f f f

   
 

   
   
 

    
 
 
   
     

α β α β α β

α β α β α β

F α β

α β α β α β





   



   (2.8) 

где  
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     1*

1

, ,0,0 ,0,0m
i i i

l
lj j l j

f f f



   
   

    


α β α α
  

 mjNi ,,2,1,,,2,1    

Аналогично, матрица  wαF ,3  имеет размерность nN   с элементами 

 

     

     

     

2* 2* 2*
1 1 1

1 2

2* 2* 2*
2 2 2

3 1 2

2* 2* 2*

1 2

, , ,

, , ,

,

, , ,

n

n

N N N

n

f f f

f f f

f f f

   
 

   
   
 

    
 
 
   
     

α w α w α w

α w α w α w

F α w

α w α w α w





   



 (2.9) 

где 

   2*

1

, ,0,0k
i i

l
lj j l

f f
w

w

  
  

   


α w α
,   

 2* ,0
0i

j

f




α
,  

              njNi ,,2,1,,,2,1    

Матрица  wαF ,4  с размерностью kN   имеет вид: 

 

     

     

     

2* 2* 2*
1 1 1

1 2

2* 2* 2*
2 2 2

4 1 2

2* 2* 2*

1 2

, , ,

, , ,

,

, , ,

k

k

N N N

k

f f f

w w w

f f f

w w w

f f f

w w w

   
 

   
   
 

    
 
 
   
     

α w α w α w

α w α w α w

F α w

α w α w α w





   



  (2.10) 

 
 
где  

     2*

1

, ,0,0 ,0,0k
i i i

l
lj j l j

f f f
w

w w w w

   
  

    


α w α α
  

 kjNi ,,2,1,,,2,1   . 

 Следовательно, алгоритм вычисления скорости движения упругого 
манипулятора по формуле (2.2), в общем случае, сводится к необходимости 
определения элементов матриц (2.6)–(2.10). Из (2.7)–(2.10) следует, что 

дополнительный вектор – слагаемое  ββααv  ,,,2
– имеет порядок  , а порядок 

вектора  wwααv  ,,,3
  не превышает 

2 .  

 Вычисляя производные по времени от функции (2.1), определим ускорение 
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движений инерционных элементов упругого манипулятора  

         

         wwαFwwαFαwαFαwαFββαF

ββαFαβαFαβαFααFααFq





,,
`

,,,

,,,

44332

211





dt

d

dt

d

dt

d

dt

d

dt

d

 (2.11) 

По аналогии с (2.2) вектор ускорения движений упругого манипулятора также можно 
определить в виде суммы трёх слагаемых: 

     wwwαααwβββαααwαααww  ,,,,,,,,,,,,
3*2*1**  ,  (2.12) 

где  

     ααFααFαααw  
dt

d
,,

1*   (2.13) 

соответствует ускорению движения абсолютно жёсткой модели манипулятора, 

     

   ββαFββαF

αβαFαβαFβββαααw





,,

,,,,,,,

22

11

2*





dt

d

dt

d
 (2.14) 

зависит от упругости соединительных узлов между звеньями, а вектор ускорения 

     

   wwα,FwwαF

αwαFαwαFwwwαααw





44

33

3*

,
`

,,,,,,,





dt

d

dt

d
 (2.15) 

обусловлен упругостью звеньев манипулятора. 
 Дополнительные слагаемые в (2.12) тождественно равны нулю, когда 
соединительные узлы между звеньями идеальные, а звенья – абсолютно жесткие, то 
есть: 

  00,0,0,,,
2* αααw  ,     00,0,0,,,

3* αααw  . (2.16) 

 Для определения вектора ускорения (2.11) необходимо также определить 

элементы матриц  αF
dt

d
,  βαF ,1

dt

d
,   βαF ,2

dt

d
,   wαF ,3

dt

d
  и   wαF ,4

dt

d
. 

 Согласно (2.6),  элементы матрицы  αF
dt

d
 с размерностью nN   имеют вид: 

 

     

     

     

2 2 2
1 1 1

1 1 11 2

2 2 2
2 2 2

1 1 11 2

2 2 2

1 1 11 2

n n n

i i i
i i ii i n i

n n n

i i i
i i ii i n i

n n n
N N N

i i i
i i ii i n i

f f f

f f f
d

dt

f f f

  

  

  

   
   

      
   
   

      


   

         

  

  

  

α α α

α α α

F α

α α α

  

  

   

  









  (2.17) 
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 Матрица  βαF ,1
dt

d
 с размерностью nN   имеет следующие элементы: 

 

     
     

     





















βαβαβαβαβαβα

βαβαβαβαβαβα

βαβαβαβαβαβα

βαF









,,,,,,,,,

,,,,,,,,,

,,,,,,,,,

,

11
2

1
1

1
2

1
22

1
21

1
1

1
12

1
11

1

NnNN

n

n

FFF

FFF

FFF

dt

d
  (2.18) 

где с учётом (2.7) 

     1*
1

1

, ,0,0
, , ,

m
i i

ij l
lj j l

f fd d
F

dt dt 

    
             


α β α

α β α β  

   2 2

1 1 1 1

,0,0 ,0,0n m m m
i i

l p l k
p l k lp j l k j l

f f

   

     
        

        
   

α α   

   

  1 , ,0, 0 0; 1, 2, , ; 1, 2, ,ijF i N j n  α α   . 

Матрица  βαF ,2
dt

d
имеет вид: 

 

     
     

     





















αααααα

αααααα

αααααα

βαF









,,,

,,,

,,,

,

22
2

2
1

2
2

2
22

2
21

2
1

2
12

2
11

2

NmNN

m

m

FFF

FFF

FFF

dt

d
  (2.19) 

Здесь элементы  αα ,2
ijF  матрицы (2.19) определяются согласно (2.8) и имеют вид 

 
 2

2

1

,0,0
,

n
i

ij l
l l j

f
F




 

 


α
α α  ,    mjNi ,,2,1;,,2,1    

 Матрица  wαF ,3
dt

d
 с размерностью nN   имеет вид: 

 

     
     

     





















wwααwwααwwαα

wwααwwααwwαα

wwααwwααwwαα

wαF









,,,,,,,,,

,,,,,,,,,

,,,,,,,,,

,

33
2

3
1

3
2

3
22

3
21

3
1

3
12

3
11

3

NnNN

n

n

FFF

FFF

FFF

dt

d
      (2.20) 

 Согласно (2.9),  элементы   wwαα  ,,,3
ijF  определяются следующим образом: 

 
   2*

3

1

, ,0,0
, , ,

k
i i

ij l
lj j l

f fd d
F w

dt dt w

    
            


α w α

α α w w   

   2 2

1 1 1 1

,0,0 ,0,0n k k k
i i

l k l p
k l p lk j l p j l

f f
w w w

w w w   

     
     

        
   

α α
   
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  njNiFij ,,2,1;,,2,1;00,0,,3  αα  

 Элементами последней матрицы  wα,
`

4F
dt

d
 с размерностью kN   

являются: 

 

     
     

     





















wααwααwαα

wααwααwαα

wααwααwαα

wαF

,,,,,,

,,,,,,

,,,,,,

,

44
2

4
1

4
2

4
22

4
21

4
1

4
12

4
11

4









NkNN

k

k

FFF

FFF

FFF

dt

d
   (2.21) 

где, согласно (2.10), 

 
 2

4

1

,0,0
, ,

n
i

ij l
l l j

f
F

w


 

 


α
α α w  ,    kjNi ,,2,1;,,2,1   . 

Следовательно, для определения скорости и ускорения движений многозвенного 
манипулятора с упругими соединительными узлами и с упругими звеньями в рамках 
линейной теории упругости необходимо вычислить элементы матриц (2.6)-(2.10), 
(2.17)-(2.21) и сделать ряд вычислений, которые для современной вычислительной 
техники являются весьма простыми. 

Для иллюстрации алгоритма определения положений (1.11), скоростей (2.1) и 
ускорений (2.12) движений упругого манипулятора  рассмотрим пространственное 
движение двухзвенного манипулятора с тремя степенями подвижности. 

3. Модель двухзвенного упругого манипулятора. Манипулятор состоит из 
подвижной платформы и механической руки со схватом (фиг.2). Рука состоит из двух 

звеньев, соединённых шарниром 2O . Первое звено соединено шарниром 1O  с 

платформой и является абсолютно твёрдым стержнем. Второе звено является 
упругим стержнем, на конце 
которого  расположен схват. 
Предполагается также, что 
соединительные узлы между 
звеньями и платформой 
являются цилиндрическими 
шарнирами, которые содержат 
упругие элементы большой 
жёсткости. Манипулятор имеет 
три степени свободы.  

Движение осуществляется 
посредством приводов, 
расположенных в шарнирах. 

 Введём обозначения: 1l –         

длина первого звена,  2l – длина 

второго звена, 1 – угол 

поворота манипулятора 

относительно оси 00zO , 1  – 

дополнительный угол поворота, обусловленный упругостью соединительного узла, 

обеспечивающего поворот манипулятора относительно оси  00zO , 2 – угол 

2  

2

 

1

 

3  y  

1X  

 2X x  

2Y  

 0 1Z Z

 

2Z  

 0 1O O  

2O  

1Y  

0Y  

z
 

0X
Ôèã. 2 

1

 

3  

W
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поворота первого звена относительно платформы, 3  – угол между касательной 

yO2  к упругому звену в точке 2O  и первым звеном ( 3  – угол поворота второго 

упругого звена), 2 , 3  – дополнительные углы поворотов, обусловленные упругой 

податливостью соединительных узлов 1O , 2O , соответственно.  ,t w  – вектор 

упругой деформации точек нейтральной линии второго звена в системе координат 

xyzO2     2 2,O l ,   ,t R – радиус-вектор точек нейтральной линии второго 

звена относительно точки 2O  в момент времени t . 

 Здесь векторы (1.1)-(1.4) имеют следующие координаты: 

 1 2 3, ,
T

   α ,    1 2 3, ,
T

   β , 

      1 2 3, , , , ,
T

w t w t w t   w ,  Tqqq 321 ,,q   (3.1) 

и 

        1 2 3, , , , , ,
T

t w t w t w t      R . 

 В рамках линейной теории упругих стержней предполагается, что вектор 
упругих деформаций точек нейтральной линии второго звена мал по сравнению с его 
длиной, то есть [17-19]: 

 ,iw t  ~  ,    ,iw t  ~  ,  ,iw t  ~        3,1i  

 2 ,w t  ~
2 ,    2 ,w t  ~

2 ,  2 ,w t  ~
2 ,    (3.2) 

где 1  – малый параметр  2l ~1 ,  частные производные по   обозначены 

штрихом, а по  t  –  точкой. 
 Имеет место также предположение (1.6) относительно упругости 
соединительного узла и коэффициента жёсткости. 

 Используя матрицы перехода от системы координат xyzO2  к системе 

2222 ZYXO  

   
   

1 2 3 2 3

2 3 2 3

1 0 0

0 cos sin

0 sin cos

 
 

        
       

Γ ,   (3.3) 

условия параллельностей осей системы координат 2222 ZYXO  и  1111 ZYXO , а также 

матрицы перехода от системы 1111 ZYXO  к инерциальной системе координат 

0000 ZYXO  

1 1

2 1 1

cos sin 0

sin cos 0

0 0 1

   
 

   
 
 

Γ ,   (3.4) 

координаты произвольной точки второго звена манипулятора относительно системы 

0000 ZYXO  можно представить в виде [1, 14, 15, 19]: 

   2 1 1 2 1 2, 0 cos sin
T

t l l      
 

q Γ Γ R  
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(здесь  1 1 1 2 2 2 3 3 3; ;            ) 

или  

         1 1 1 1 1 1 2 2 2 3 2 3, , , cos cos cosq f w t l             α β w   

         2 2 3 2 3 3 2 3 2 3 1 1, cos , sin sinw t w t             
 

         2 2 1 1 1 1 2 2 2 3 2 3, , , sin cos cosq f w t l             α β w  

         2 2 3 2 3 3 2 3 2 3 1 1, cos , sin cos ;w t w t             
    

     3 3 1 2 2 2 3 2 3, , sin sinq f l          α β w          (3.5) 

       2 2 3 2 3 3 2 3 2 3, sin , cosw t w t            . 

 Для рассматриваемой модели упругого манипулятора, (1.5) имеет вид (3.5). 

 Компоненты векторов   αf ,   βαf ,*1
  и   wαf ,*2

 в разложении (1.11), 

имеют вид: 

     1 1 1 2 2 3 1,0,0 cos cos sinf f l         α α  

     2 2 1 2 2 3 1,0,0 cos cos cosf f l        α α   (3.6) 

     3 3 1 2 2 3,0,0 sin sinf f l      α α  

 
 

 
3

11*
1 1 1 2 2 3 1

1

,0,0
, cos cos cosi

i i

f
f l




            


α
α β  

     2 1 2 2 3 1 3 2 3 1sin sin sin sin sinl                 ; 

  
 

 
3

21*
2 1 1 2 2 3 1

1

,0,0
, cos cos sini

i i

f
f l




            


α
α β    (3.7) 

                               

   2 1 2 2 3 1 3 2 3 1sin sin cos sin cosl                 ;   

 

 
 

   
3

31*
3 2 2 2 3 3 2 3

1

,0,0
, cos cos cosi

i i

f
f




             


α
α β

 

 
 

     

   

3
12*

1 1 1 2 2 3 1
1

3 2 3 1

,0,0
, , cos , cos sin

, sin sin ;

j
j j

f
f w w t w t

w

w t




         



    


α

α w
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 
 

 

       

3
22*

2 1 1
1

2 2 3 1 3 2 3 1

,0,0
, , sin

, cos cos , sin cos ;

j
j j

f
f w w t

w

w t w t




    



         


α

α w
   (3.8) 

  
 

       
3

32*
3 2 2 3 3 2 3

1

,0,0
, , sin , cosj

j j

f
f w w t w t

w


        




α
α w  

Здесь, как и в общем случае,    00,*1 αif ,     00,*2 αif ,   3,2,1i . 

 Для иллюстрации алгоритма определения скорости движения произвольной 
точки упругого манипулятора (2.2) ограничимся частным случаем, когда 

соединительные узлы в шарнирах 1O  и 2O , обеспечивающих поворотные движения 

по степеням подвижности 2  и 3 – идеально цилиндрические  2 30, 0    , а 

второе звено является нерастяжимым упругим стержнем            (  2 ,w t  ~
2  

пренебрегается). 

 Определим элементы матриц  αF ,   βαF ,1 ,   βαF ,2 ,   wαF ,3 ,    wαF ,4  

(2.6)-(2.10) для рассматриваемого частного случая. 

 Элементами матрицы  αF  (2.6) являются: 

 
 

 1
11 1 2 2 3 1

1

,0,0
cos cos cos

f
f l


          

α
α ; 

 
 

 1
12 1 2 2 3 1

2

,0,0
sin sin sin

f
f l


         

α
α ; 

 
 

 1
13 2 3 1

3

,0,0
sin sin

f
f


     



α
α ; 

 
 

 2
21 1 2 2 3 1

1

,0,0
cos cos sin

f
f l


          

α
α ; 

     (3.9) 

 
 

 2
22 1 2 2 3 1

2

,0,0
sin sin cos

f
f l


         

α
α ; 

 
 

 2
23 2 3 1

3

, 0,0
sin cos

f
f


     



α
α ;  

 3
31

1

,0,0
0

f
f


 



α
α ; 

 
 

 3
32 1 2 2 3

2

,0,0
cos cos

f
f l


      



α
α ; 

 
 

 3
33 2 3

3

,0,0
cos

f
f


    



α
α .  

 Элементы матрицы  βαF ,1  (2.7) в рассматриваемом случае определяются так: 
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 
 

1*
1

1 1 2 2 3 1

1

,
cos cos sin

f
l


         

α β
; 

 
 

1*
1

1 1 2 2 3 1

2

,
sin sin cos

f
l


         

α β
; 

 
 

1*
1

1 2 3 1

3

,
sin cos

f
    



α β
; 

 
 

1*
2

1 1 2 2 3 1

1

,
cos cos cos

f
l


         

α β
;   (3.10) 

 
 

1*
2

1 1 2 2 3 1

2

,
sin sin sin

f
l


         

α β
; 

 
 

1*
2

1 2 3 1

3

,
sin sin

f
    



α β
; 

     1* 1* 1*
3 3 3

1 2 3

, , ,
0

f f f  
  

  

α β α β α β
. 

       Элементами  βαF ,2  матрицы   являются: 

   
 

1*
1 1

1 2 2 3 1

1 1

, ,0,0
cos cos cos

f f
l

 
           

α β α
; 

   1* 1*
1 1

2 3

, ,
0

f f 
 

 

α β α β
; 

 
 

1*
2

1 2 2 3 1

1

,
cos cos sin

f
l


         

α β
;    (3.11) 

   1* 1*
2 2

2 3

, ,
0

f f 
 

 

α β α β
; 

     1* 1* 1*
3 3 3

1 2 3

, , ,
0

f f f  
  

  

α β α β α β
. 

Элементы матрицы  wαF ,3  и   wαF ,4  зависят от упругости второго звена 

манипулятора. 

 Определим элементы матрицы  wαF ,3 : 

 
     

2*
1

1 1 3 2 3 1

1

,
, sin , sin cos ;

f
w t w t


        



α w
 

 
   

2*
1

3 2 3 1

2

,
, cos sin ;

f
w t


     



α w
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   2* 2*
1 1

3 2

, ,f f 
 

 

α w α w
; 

 
     

2*
2

1 1 3 2 3 1

1

,
, cos , sin sin ;

f
w t w t


       



α w
 

 
   

2*
2

3 2 3 1

2

,
, cos cos ;

f
w t


     



α w
   (3.12) 

   2* 2*
2 2

3 2

, ,f f 
 

 

α w α w
; 

 
0

,

1

*2
3 






wαf
; 

 
   

2*
3

3 2 3

2

,
, sin

f
w t


    



α w
; 

   2* 2*
3 3

3 2

, ,f f 
 

 

α w α w
. 

Элементами матрицы   wαF ,4  являются: 

 2*
1

1

1

,
cos ;

f

w


 



α w
    

 
0

,

2

*2
1 




w

f wα
; 

 
 

2*
1

2 3 1

3

,
sin sin

f

w


    



α w
; 

 2*
2

1

1

,
sin ;

f

w


 



α w
   

 
0

,

2

*2
2 




w

f wα
;   (3.13) 

 
 

2*
2

2 3 1

3

,
sin cos

f

w


    



α w
;   

 
0

,

1

*2
3 




w

f wα
;      

 
0

,

2

*2
3 




w

f wα
;     

 
 

2*
3

2 3

3

,
cos

f

w


  



α w
. 

Определим компоненты  векторов  ααv ,1
,  ββααv  ,,,2

,  wwααv  ,,,3
 согласно 

(2.2)-(2.5) с учётом (3.9)-(3.13). 

 3
1

1

i
i j

j j

f
v




 




α
             3,2,1i     (3.14) 

где  
 i

j

f



α
   3,2,1, ji  определяются из  (3.9) 

   1* 1*3
2

1
1 1

, ,i i
i j

j j

f f
v



 
   

 


α β α β         2
31,2; 0i v     (3.15) 
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Здесь   
 1* ,i

j

f



α β
  и  

 1*

1

,if



α β
 определяются из (3.10) и (3.11), соответственно. 

   2* 2*3 3
3

1 1

, ,i i
i j j

j jj j

f f
v w

w 

 
  

 
 

α w α w
    0,0;3,2,1 22  wwi   (3.16)  

 2* ,i

j

f



α w
,  3,2,1, ji  определяются из (3.12),   а 

 
j

i

w

f



 wα,*2

,   3,2,1, ji –

из (3.13).  

 После вычисления компонентов векторов   
1v ,  

2v ,  
3v   по формулам (3.14)-

(3.16), можно стандартным образом определить модуль и направление вектора 
скорости (2.2) движения манипулятора в рассматриваемом случае. Аналогичным 
образом можно по формуле (2.12) также определить ускорение движения 
рассматриваемой модели манипулятора. 
 Следовательно, предложенный алгоритм позволяет в рамках принятой общей 
модели манипуляционных роботов определить все кинематические величины 
движения с определённой точностью. 
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