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Միկրոպոլյար օրթոտրոպ առաձգական շերտավոր բարակ սալերի տեսությունը 

Աշխատանքում սալի ողջ փաթեթի համար միկրոպոլյար դեպքի համար ընդհանրացված ուղիղ 
գծի վարկածի հիման վրա կառուցված է միկրոպոլյար օրթոտրոպ առաձգական շերտավոր բարակ 
սալի ընդհանուր տեսությունը: 

Sargsyan S.H., Farmanyan A.J. 
Theory of Micropolar Orthotropic Elastic Multilayered Thin Plates 

In the present paper general theory of micropolar orthotropic elastic multilayered thin plates is 
constructed  on the basis of generalized for micropolar case kynemathic hypothesis of straight line for the whole 
package of the plate. 

В данной работе на основе обобщённой на микрополярный случай кинематической гипотезы 
прямой линии для всего пакета пластинки построена общая теория микрополярных ортотропных упругих 
слоистых тонких пластин. 

 
Введение. Теория анизотропных упругих слоистых тонких пластин и оболочек 

на основе классической теории упругости построены в работах [1-5 и др.]. 
В работах [6-11] построены общие математические модели микрополярных 

изотропных упругих тонких балок, пластин и оболочек. В данной работе, 
предполагая справедливость обобщённой на микрополярный случай гипотезы 
прямой линии для всего пакета пластинки в целом, из трёхмерной теории получены  
основные уравнения и граничные условия теории упругих тонких пластин, 
собранных из жёстко связанных между собой микрополярных ортотропных слоёв.  

1. Постановка задачи.   
Рассмотрим тонкие слоистые пластинки, собранные из n  слоев. Материал 

каждого слоя пластинки подчиняется обобщённому закону Гука для микрополярного 
ортотропного упругого материала. Предполагается, что все слои пластинки жёстко 
связаны между собой и работают совместно без скольжения и отрыва. 
В качестве исходной плоскости примем срединную плоскость какого-либо k -го 

слоя или одну из плоскостей контакта между слоями, которую отнесём к 
криволинейным ортогональным координатам 1 2,α α . Поперечную координату z  
будем отсчитывать в сторону возрастания внешней нормали к исходной плоскости.  
Введём некоторые обозначения: 1 2,  H H  – параметры Ламе, которые зависят только 

от 1 2, ;α α  −iz координата верхней границы i -го слоя; −nzz ,0 соответственно, 
координаты нижней и верхней граничных плоскостей. 
Торцевые поверхности пластинки определяются уравнениями 1 constα =  или 

2 constα = . 
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Для каждого слоя пластинки будем исходить из основных уравнений 
пространственной статической задачи линейной микрополярной теории упругости 
для ортотропного материала с независимыми полями перемещений и вращений [12]. 

 
Уравнения равновесия: 
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Обобщённый закон Гука: 
,33132212111111

iiiiiii ААА γγγσ ++=    ,33232222111222
iiiiiii ААА γγγσ ++=  ,33332223111333

iiiiiii ААА γγγσ ++=     
,2178127712

iiiii АА γγσ +=      ,2188127821
iiiii АА γγσ +=      ,1366315613

iiiii АА γγσ +=  (1.3) 
,1356315531

iiiii АА γγσ +=      ,3245234423
iiiii АА γγσ +=     ,3255234532

iiiii АА γγσ +=   
,33132212111111

iiiiiii BBB χχχμ ++=   ,33232222111222
iiiiiii BBB χχχμ ++=  ,33332223111333

iiiiiii BBB χχχμ ++=  
,2178127712

iiiii BB χχμ +=       ,2188127821
iiiii BB χχμ +=        ,1366315613

iiiii BB χχμ +=  (1.4) 
,1356315531

iiiii BB χχμ +=       ,3245234423
iiiii BB χχμ +=       ,3255234532

iiiii BB χχμ +=   
либо в обратной форме 

11 11 11 12 22 13 33 ,i i i i i i ia a aγ = σ + σ + σ  ,33232222111222
iiiiiii aaa σσσγ ++=   ,33332223111333

iiiiiii aaa σσσγ ++=          

 ,2178127712
iiiii aa σσγ +=  ,2188127821

iiiii aa σσγ +=      ,1366315613
iiiii aa σσγ +=  (1.5) 

,~
1356315531
iiiii aa σσγ +=             ,3245234423

iiiii aa σσγ +=           ,3255234532
iiiii aa σσγ +=  

,33132212111111
iiiiiii bbb μμμχ ++=   ,33232222111222

iiiiiii bbb μμμχ ++=  ,33332223111333
iiiiiii bbb μμμχ ++=        

 ,2178127712
iiiii bb μμχ +=          ,2188127821

iiiii bb μμχ +=               ,1366315613
iiiii bb μμχ +=  (1.6) 

,
~

1356315531
iiiii bb μμχ +=           ,3245234423

iiiii bb μμχ +=              .3255234532
iiiii bb μμχ +=  

Геометрические соотношения: 
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Здесь для i -го слоя ˆ ˆ,i iσ μ − тензоры силовых и моментных напряжений; 

ˆ ˆ,i iγ χ − тензоры деформаций и изгиба-кручений; ,i iV ω − векторы перемещений и 

независимого поворота соответственно; ˆ ˆ,i iA B  или ˆˆ ,i ia b − тензоры модулей 
упругости для микрополярного ортотропного материала. 

Условия сопряжения слоёв для перемещений и свободных поворотов 
записываются в виде: 

1 1 1
1 1 2 2 3 3,      ,        ,i i i i i iV V V V V V+ + += = =

 
(1.9) 

1 1 1
1 1 2 2 3 3,      ,        i i i i i i+ + +ω = ω ω = ω ω = ω  (1.10) 

при ( )1, 2,..., 1 ,iz z i n= = −  
а условия сопряжения слоёв для силовых и моментных напряжений формулируются 
так: 

1 1 1
31 31 32 32 33 33,      ,        ,i i i i i i+ + +σ = σ σ = σ σ = σ  (1.11) 

1 1 1
31 31 32 32 33 33,      ,        i i i i i i+ + +μ = μ μ = μ μ = μ  (1.12) 

при ( )1, 2,..., 1iz z i n= = − . 

На лицевых плоскостях пластинки ( )0,   nz z z z= =  выполняются условия 
первой граничной задачи: 

,0 ,0 ,0
31 1 32 2 33 3,      ,        ,n n nq q q± ± ±σ = ± σ = ± σ = ±

 
(1.13) 

,0 ,0 ,0
31 1 32 2 33 3,      ,        .n n nm m m± ± ±μ = ± μ = ± μ = ±  (1.14) 

Граничные условия на торцевых плоскостях пластинки 1 const,α =  

2 constα =   могут быть сформулированы в силовых и моментных напряжениях, 
перемещениях и поворотах  или в смешанном виде. 

2. Основные гипотезы.   Будем считать, что слоистая пластинка тонкая, т.е. 
2 ,h a<<  где h2 – общая толщина пластинки, a – характерный размер в плане 
пластинки. При построении теории многослойных микрополярных ортотропных 
упругих тонких пластин будем пользоваться гипотезами, суть которых состоит в 
следующем. 

1) Примем, что для всего пакета пластинки в целом, как и для ранее 
рассмотренного случая  однослойных изотропных пластин [7], справедлива 
обобщённая на микрополярный случай гипотеза прямой линии. 
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В соответствии с указанной гипотезой имеем линейный закон изменения 
перемещений и свободных вращений по толщине всего пакета: 

1 1 1 2 2 2 3,     ,  ,i i iV u z V u z  V w= + ψ = + ψ =   (2.1) 

1 1 2 2 3 3,   ,    ,i i i zω = Ω ω = Ω ω = Ω + ι   (2.2) 

где 1 2, ,u u w− перемещения точек координатной плоскости в направлениях осей 

1 2, , zα α ; 1 2 3, ,Ω Ω Ω − свободные повороты этих же точек вокруг осей 1 2, , zα α  

соответственно; 1 2,ψ ψ −полные углы поворота первоначально нормального 
элемента; ι – интенсивность поворота точек нормального элемента вокруг оси z . 

Отметим, что указанная кинематическая гипотеза – только для перемещений 
((2.1)), это, по сути дела, известная гипотеза Тимошенко в классической теории 
пластин или оболочек [3,4]. С этой точки зрения гипотеза (2.1), (2.2) в целом в 
работах [6-11] была названа обобщённой на микрополярный случай кинематической 
гипотезой Тимошенко. 

Кинематическая гипотеза (2.1), (2.2) дополняется следующими статическими 
гипотезами: 

2) o малости для каждого i -го слоя силового напряжения 33
iσ  по сравнению с 

другими компонентами тензора силовых напряжений в уравнениях обобщённого 
закона Гука (1.5); 

3) о малости моментных напряжений 31 32,i iμ μ  по сравнению с моментными 

напряжениями 13 23,i iμ μ  (в соответствующих уравнениях обобщенного закон Гука 

(1.6) для каждого i -го слоя 31 32,i iμ μ  пренебрегаются относительно 13 23,i iμ μ ); 
4) при определении в каждом слое деформаций, изгибов-кручений, силовых и 

моментных напряжений сначала для силовых напряжений 31 32,i iσ σ  и моментного 

напряжения 33
iμ  примем 

( ) ( ) ( )
0 0 0

31 32 3331 1 2 32 1 2 33 1 2, ,    , ,    , .
i i i

i i iσ = σ α α σ = σ α α μ = μ α α   (2.3) 
После определения указанных величин, окончательные выражения для 

31 32 33, ,i i iσ σ μ определим как сумму значения (2.3) и результата интегрирования 
соответствующего уравнения равновесия из (1.1), (1.2) с требованием для последнего 
слагаемого условие: о равенстве нулю усреднённой по толщине пластинки величины. 

Кинематическая гипотеза прямой линии, сформулированная для всего пакета 
пластинки в целом, привела к геометрическим соотношениям (2.1), (2.2), вследствие 
чего геометрические условия контакта (1.9), (1.10) выполняются автоматически. 

3. Законы распределения компонентов тензоров деформаций и изгибов-
кручений по толщине i -го слоя. 

В соответствии с принятым законом распределения перемещений и свободных 
поворотов ((2.1), (2.2)), подставляя их в геометрические формулы (1.7), (1.8) и 
сохраняя в выражениях только линейные члены по ,z  находим: 

( ) ( ),,, 2111211111 ααααγ zKi +Γ=       ( ) ( ),,, 2122212222 ααααγ zKi +Γ=    ,033 =
iγ  

( ) ( ),,, 2112211212 ααααγ zKi +Γ=       ( ) ( ),,, 2121212121 ααααγ zKi +Γ=   (3.1) 
( ),, 211313 ααγ Γ=i     ( ),, 213131 ααγ Γ=i     ( ),, 212323 ααγ Γ=i      ( ),, 213232 ααγ Γ=i   
( ),, 211111 ααχ ki =     ( ),, 212222 ααχ ki =    ( ),, 213333 ααχ ki =     ( ),, 211212 ααχ ki =  
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( ),, 212121 ααχ ki =     ( ) ( ),,, 2113211313 ααααχ zlki +=    ,031 =
iχ  (3.2) 

( ) ( ),,, 2123212323 ααααχ zlki +=    .032 =
iχ  

где 
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∂ ∂
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∂α
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H H H
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  1 2
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2 2 1 2 1

1 1 ,HK
H H H
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33 ,k = ι      2 1
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   23

2 2

1 .l
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Здесь 11 22 12 21, , ,Γ Γ Γ Γ − компоненты тангенциальной деформации в 

исходной плоскости;  13 23 31 32, , ,Γ Γ Γ Γ − компоненты сдвиговой деформации; 

11 22, ,K K 12 21, ,K K  11 22, ,k k 33 12, ,k k  21 13 31 23 32, , , ,k k k k k − компоненты изгибно-

крутильных деформаций исходной плоскости;  13 23,l l − компоненты гипер- 
крутильно- сдвиговых деформаций. 

4. Законы распределения компонентов тензоров силовых и моментных 
напряжений по толщине i -го слоя. 

На основе обобщённого закона Гука (1.5), (1.6), имея в виду статические 
гипотезы 2-4,  для силовых и моментных напряжений для i -го слоя пластинки 
получим: 

( ) ( )
0 1

11 1111 1 2 1 2, , ,
i i

i zσ = σ α α + σ α α      ( ) ( )
0 1

22 2222 1 2 1 2, , ,
i i

i zσ = σ α α + σ α α  

( ) ( )
0 1

12 1212 1 2 1 2, , ,
i i

i zσ = σ α α + σ α α      ( ) ( )
0 0

21 2121 1 2 1 2, , ,
i i

i zσ = σ α α + σ α α  

( )
0

1313 1 2, ,
i

iσ =σ α α ( )
0

2323 1 2, ,
i

iσ =σ α α  ( )
0

1111 1 2, ,
i

iμ =μ α α  ( )
0

2222 1 2, ,
i

iμ =μ α α  (4.1) 
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5. Внутренние усилия, моменты и гипермоменты. 
С целью приведения трёхмерной задачи к двумерной, что уже выполнено для 

перемещений, поворотов, деформаций, изгибов-кручений, силовых и моментных 
напряжений, в теории микрополярных слоистых пластин вместо компонент тензоров 
напряжений вводим статически эквивалентные им интегральные по толщине пакета 
пластинки характеристики – усилия, моменты и гипермоменты: 
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6. Основная система уравнений микрополярных ортотропных упругих 

слоистых тонких пластин с независимыми полями перемещений и вращений. 
Двумерная система уравнений равновесия может быть получена из равенств, 

определяющих силовые и моментные напряжения 31 32 33 31 32 33, , , , , ,σ σ σ μ μ μ  в 
результате удовлетворения статических условий сопряжения слоёв (1.11), (1.12) и 
статических граничных условий на лицевых плоскостях пластинки nzzzz ==    ,0  
(1.13), (1.14). 

Таким образом, будем иметь следующие 
уравнения равновесия: 
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Усилия, моменты и гипермоменты, приложенные к исходной плоскости пакета 

пластинки определим,  используя для силовых и моментных напряжений формулы 
(4.1)-(4.4) и применяя зависимости (5.1), (5.2). Будем иметь следующие 
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соотношения упругости: 
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i i i i i ii i i
i i i

n n n

i i i i i ii i i
i i i

d z z d z z z z
b b b

z z z z z z
b b b

− − −
= = =

− − −
= = =

= − = − η = −

η = − λ = − λ = −

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑  

    (6.8)     

7. Граничные условия.  Отметим, что в построенной теории микрополярных 
ортотропных упругих слоистых тонких пластин, когда для всего пакета пластинки в 
целом справедлива обобщённая гипотеза прямой линии, граничные условия 
(естественные) ничем не будут отличаться от соответствующих граничных условий 
теории микрополярных изотропных однослойных оболочек [8-11]. 

Граничные условия (при 1 constα = ) 
* * * * * *

11 11 1 1 12 12 2 2 13 13
* * * *

11 11 11 11 12 12 12 12

   или    ,       или   ,     или   ,

   или   ,       или    ,

T T u u S S u u N N w w

M M K K H H K K

= = = = = =

= = = =
 (6.9) 

* * * *
11 11 11 11 12 12 12 12

* * * *
13 13 13 13 13 13 13 13

   или   ,      или  ,

   или   ,        или   .

L L L L

L L l l

= κ = κ = κ = κ

= κ = κ Λ = Λ =  (6.10) 
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8. Заключение. Основной результат работы представляет собой построение 
общей теории микрополярных упругих ортотропных слоистых тонких пластин 
(основные уравнения – это уравнения равновесия (6.1), (6.2); соотношения упругости 
(6.3), (6.4); геометрические соотношения (3.3), (3.4); граничные условия: (6.9), (6.10)). 

Данная статья выполнена как часть темы, рекомендованной на 
финансирование в рамках Конкурса на тематическое финансирование научной и 
научно-технической деятельности, проведённого Государственным комитетом по 
науке МОН Республики Армении в 2010 году. 
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