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Միկրոպոլյար  օրթոտրոպ  առաձգական բարակ սալերի տեսությունը 

 
 

Աշխատանքում ընդունվում են վարկածներ,որոնք ունեն ասիմպտոտիկ հիմնավորում և 
կառուցվում է միկրոպոլյար օրթոտրոպ առաձգական բարակ սալերի ծռման ստատիկական 
դեֆորմացիայի ընդհանուր տեսությունը:Խնդիրը ուսումնասիրվում է նաև էներգետիկ տեսակետից և 
կառուցվում` միկրոպոլյար օրթոտրոպ առաձգական բարակ սալերի ծռման ստատիկական 
դեֆորմացիայի ընդհանուր վարիացիոն հավասարումը,որից կարելի է ստանալ նաև մասնավոր 
բնույթի վարիացիոն հավասարումներ: 
 
 

Hayrapetyan G.S.,  Sargsyan S.H. 
Theory of micropolar orthotropic elastic thin plates 

 In present paper asymptotically confirmed hypotheses are formulated and general theory of bending static 
deformation of micropolar orthotropic elastic thin plates is constructed. The problem is also studied by energetic 
approach, general variation equation of bending deformation of micropolar orthotropic elastic thin plates is 
obtained. On the basis of this general equation variation equations of private nature are obtained. 
 
 
        В работе принимаются гипотезы, которые имеют асимптотическое обоснование и построена общая 
теория статической деформации изгиба микрополярных ортотропных упругих тонких пластин. Задача 
изучается также с энергетической точки зрения и  построено общее вариационное уравнение статической 
деформации изгиба микрополярных ортотропных упругих тонких пластин, из которого можно получить 
также частные типы вариационных уравнений. 
 
 

Введение. Микрополярная теория упругости является одной из современных 
направлений в структурной механике твёрдых деформируемых тел. Обзор 
исследований о построении прикладных теорий микрополярных упругих тонких 
пластин и оболочек выполнены в работах [1,2].  
Основная проблема в теории микрополярных упругих тонких пластин и оболочек 
заключается в приближённом, но адекватном сведении трёхмерной задачи 
микрополярной теории упругости к двумерным. Для достижения этой цели уместно 
использование качественных сторон результата асимптотического метода 
интегрирования трёхмерной граничной задачи микрополярной теории упругости в 
области тонкой пластинки или оболочки. 

В работах [3-6], используя качественные стороны исходного приближения 
асимптотического метода интегрирования трёхмерной граничной задачи 
микрополярной теории упругости в области тонкой пластинки или оболочки, 
сформулированы гипотезы, на основе которых построены общие прикладные теории 
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микрополярных упругих изотропных тонких пластин и оболочек с независимыми 
полями перемещений и вращений, со стеснённым вращением. 

В данной работе развивается этот подход, используя результат асимптотического 
метода интегрирования трёхмерной граничной задачи микрополярной теории 
упругости в области тонкой пластинки для ортотропного материала  [7],  
утверждаются те же гипотезы, принятые в работе  [4] для изотропных материалов и 
на этой основе строится общая прикладная теория микрополярных ортотропных 
упругих тонких пластин. Для этой теории построен общий вариационный принцип и 
получена формула энергетического баланса. 

 
1.Постановка задачи. Рассмотрим ортотропную пластинку постоянной 

толщины 2h  как трёхмерное  упругое микрополярное тело. Будем исходить из 
основных уравнений пространственной статической задачи линейной микрополярной 
теории упругости для ортотропного материала с независимыми полями перемещений 
и вращений: 
 
 

уравнения  равновесия [8] 
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физические  соотношения [9] 
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или в обратной форме  
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геометрические соотношения [8] 
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Здесь  nmσ , nmμ , nmγ , nmχ – компоненты несимметричных тензоров силового и 

моментного напряжений, деформаций и изгибов – кручений; nU , nω   – компоненты 

векторов перемещения и независимого поворота;  hxh ≤≤− 3 ; Α̂ , Β̂   – матрицы 

жёсткостей, ba ˆ,ˆ – матрицы податливостей микрополярного ортотропного упругого 
тела. 

Если рассматривать задачу изгиба микрополярных упругих пластин (т.е. 
антисимметричную по   3x   задачу), то для граничных условий на лицевых 

плоскостях пластинки  hx ±=3    будем считать заданными силовые и моментные 
напряжения следующим образом: 

1 1
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σ =     2 2

32 2
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33 2

p p+ −+
σ = ±                           (1.5) 

1 1
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μ = ±            2 2

32 2
m m+ −+

μ = ±              3 3
33 2

m m+ −−
μ =  

Граничные условия на боковой поверхности пластинки  ∑ , в зависимости от 
способа приложения внешней нагрузки или закрепления её точек, записываются в 
силовых и моментных напряжениях, перемещениях и поворотах или в смешанном 
виде. 
Отметим, что в случае   
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вместо  (1.3) получим физические соотношения микрополярного изотропного 
материала,  а при 

0785645 === aaa ,   5544 aa = ,   6655
~ aa = ,   8877 aa =   (1.7) 

получим физические соотношения классического ортотропного материала.  
Уравнение баланса энергии выражается формулой: 
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представляет собой объёмную плотность потенциальной энергии деформации: 
0
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где ml, – компоненты единичной нормали к боковой поверхности пластинки Σ . 
   Общий вариационный функционал (вариационный функционал типа Рейсснера) 
имеет вид: 
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Варьируя функционал (1.11) по всем функциональным аргументам и интегрируя 
по частям,  получим все основные уравнения и граничные условия трёхмерной 
теории упругости микрополярного ортотропного тела ((1.1)-(1.4), (1.10)).            

2.Теория микрополярных ортотропных упругих тонких пластин с 
независимыми полями перемещений и вращений. 

Теперь будем излагать основной  принцип сведения трёхмерных уравнений 
теории микрополярной упругости для ортотропного материала к общим двумерным 
уравнениям тонких пластин. Этот принцип заключается в следующем. Качественные 
результаты [7]  исходного приближения асимптотического метода интегрирования 
поставленной трёхмерной краевой задачи (1.1)-(1.4) позволяют в случае тонких 
пластин сформулировать достаточно общие гипотезы, которые идентичны гипотезам 
в случае изотропного микрополярного материала [4], при помощи которых 
осуществляется сведение трёхмерной проблемы к общей прикладной модели 
микрополярных ортотропных упругих тонких пластин. 

Принимаемые ниже гипотезы по содержанию можно рассматривать как 
кинематические и статические. 

Кинематическая гипотеза характеризует изменение компонентов вектора 
перемещения и вектора независимого поворота по координате 3x  вдоль нормали к 
срединной плоскости пластинки. 
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К статическим гипотезам, главным образом, относятся гипотезы, определяющие 
изменение по толщине пластинки касательных силовых напряжений 3iσ , 

нормального моментного напряжения  33μ  и моментных напряжений  3 ( 1, 2)i iμ = . 
В соответствии с кинематической формулировкой вводятся предположения о 

линейном распределении компонентов векторов перемещения и независимого 
поворота по координате 3x   следующего характера: 

3 1 2( , )i iU x x x= ψ           ),( 213 xxwU =        ( )1, 2i =   (2.1) 

1 2( , )i i x xω = Ω            3 3 1 2( , )x x xω = ι         ( )1, 2i =  (2.2) 
Кинематическая гипотеза (2.1) относительно перемещений представляет собой 
известные гипотезы Тимошенко в классической теории упругих пластин  [10-12].  По 
этой гипотезе нормальный элемент, первоначально перпендикулярный к срединной 
плоскости пластинки, остаётся после деформации прямолинейным, но уже не 
перпендикулярным к деформированной срединной плоскости, свободно вращается 
под некоторым углом, не изменяя при этом своей длины. 
   Кинематическая гипотезa (2.1), (2.2), в целом, в работах [10-12] названа 
обобщённой гипотезой Тимошенко в микрополярной теории пластин. 
   К статическим относятся следующие гипотезы: 
1)силовым напряжением 33σ   в обобщённом законе Гука (1.3) для 11 22,γ γ   можем 

пренебрегать относительно силовых напряжений 11 22,σ σ ; 
2) для определения деформаций, изгибов-кручений, силовых и моментных 
напряжений, для силовых напряжений 3iσ   и моментного напряжения 33μ  сначала 
примем 

 
0

3 3 1 2( , )i i x xσ = σ   ( )1, 2i =  
0

33 33 1 2( , )x xμ = μ  . (2.3) 

После определения указанных величин значения 3iσ  и  33μ  окончательно 
определим, соответственно, как сумму значения (2.3) и результата интегрирования 
либо первых двух, либо шестого из (1.1) уравнений равновесия, для которых 
потребуем условия, чтобы усреднённые по толщине пластинки величины были равны 
нулю; 
3) в обобщённом законе Гука (1.3) для 3iχ  ( 1, 2),i =  моментным напряжением 3iμ  

можно пренебрегать относительно моментного напряжения 3iμ  (i=1,2) . 
Отметим, что силовая часть перечисленных гипотез (имеем в виду гипотезу 2)) 

отличается от силовой гипотезы теории Тимошенко в классическом случае             
[10-12]. Забегая вперёд, отметим, что двумерная теория, построенная на основе 
представленной выше кинематической гипотезы и силовых гипотез 1)-2) (так и её 
классический аналог) будет асимптотически точной теорией. 
  На основе принятой кинематической гипотезы (2.1),(2.2), из формул (1.2), для 
деформаций, изгибов-кручений получим: 

11 3 11 1 2( , )x K x xγ = , 12 3 12 1 2( , )x K x xγ = , 31 31 1 2( , )x xγ = Γ , 13 13 1 2( , )x xγ = Γ , 

22 3 22 1 2( , )x K x xγ = , 21 3 21 1 2( , )x K x xγ = , 32 32 1 2( , )x xγ = Γ , 23 23 1 2( , )x xγ =Γ , (2.4) 

33 0γ = , 

11 11 1 2( , )k x xχ = ,    12 12 1 2( , )k x xχ =  ,      31 0χ =  ,     13 3 13 1 2( , )x l x xχ = , 

22 22 1 2( , )k x xχ = ,   21 21 1 2( , )k x xχ = ,       32 0χ = ,      23 3 23 1 2( , )x l x xχ = , (2.5) 
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33 33 1 2( , )k x xχ = ,  

где приняты следующие обозначения: 

1
11

1

K
x

∂ψ
=
∂

, 2
22

2

K
x

∂ψ
=
∂

, 2
12

1

K
x

∂ψ
= − ι
∂

, 1
21

2

K
x

∂ψ
= + ι
∂

, 

31 1 2Γ = ψ −Ω , 32 2 1Γ = ψ +Ω , 13 2
1

w
x
∂

Γ = +Ω
∂

, 23 1
2

w
x
∂

Γ = −Ω
∂

,  (2.6) 

1
11

1

k
x

∂Ω
=
∂

, 2
22

2

k
x

∂Ω
=
∂

, 2
12

1

k
x

∂Ω
=
∂

, 1
21

2

k
x

∂Ω
=
∂

, 33k = ι , (2.7) 

13
1

l
x
∂ι

=
∂

, 23
2

l
x
∂ι

=
∂

 

Далее используя принятые статические гипотезы 1) и 2), подставляя (2.4) и (2.5) в 
выражения обобщённого закона Гука (1.3), для силовых и моментных напряжений 
будем иметь: 

 22 12
11 3 11 222

11 22 12 22

a ax K K
a a a a

⎛ ⎞
σ = −⎜ ⎟− ⎝ ⎠

   ,   11 12
22 3 22 112

11 22 12 11

a ax K K
a a a a

⎛ ⎞
σ = −⎜ ⎟− ⎝ ⎠

 

88 78
12 12 21 32 2

77 88 78 77 88 78

a aK K x
a a a a a a

⎛ ⎞
σ = −⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 , 

77 78
21 21 12 32 2

77 88 78 77 88 78

a aK K x
a a a a a a

⎛ ⎞
σ = −⎜ ⎟− −⎝ ⎠

      (2.8) 

55 56
13 13 312 2

55 66 56 55 66 56

a a
a a a a a a

σ = Γ − Γ
− −

  , 

55 45
23 23 322 2

44 55 45 44 55 45

a a
a a a a a a

σ = Γ − Γ
− −

      

0
4544

32 32 232 2
44 55 45 44 55 45

aa
a a a a a a

σ = Γ − Γ
− −

, 

0
66 56

31 31 132 2
55 66 56 55 66 56

a a
a a a a a a

σ = Γ − Γ
− −

 

1 1
220 213 11

3131 1 2
1 2

( ; )
6 2

xhx x
x x

⎛ ⎞⎛ ⎞ ∂σ ∂σ⎜ ⎟σ = σ + − +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠
,   

1 1
220 123 22

3232 1 2
2 1

( ; )
6 2

xhx x
x x

⎛ ⎞⎛ ⎞ ∂σ ∂σ⎜ ⎟σ = σ + − +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠
, 13 23

33 3
1 2

x
x x

⎛ ⎞∂σ ∂σ
σ = − +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 

  

22 23 12 13 12 13

23 33 23 33 22 23
11 11 22 33=   k k  k

b b b

b b b b b b
b b b b b b

μ − +
Δ Δ Δ

, 
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11 13 12 23 11 13

13 33 13 33 12 23
22 22 11 33=   k k  k

b b b

b b b b b b
b b b b b b

μ − −
Δ Δ Δ

,                              

  

12 22 11 1211 12

0
13 23 13 2312 22

33 33 11 22=   k k  k
b b b

b b b bb b
b b b bb b

μ + −
Δ Δ Δ

,         
11 12 13

12 22 23

13 23 33

b

b b b
b b b
b b b

Δ =                

  88 78
12 12 212 2

77 88 78 77 88 78

b bk k
b b b b b b

μ = −
− −

,  (2.9) 

  77 78
21 21 122 2

77 88 78 77 88 78

b bk k
b b b b b b

μ = −
− −
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  13 3 13
66

1x l
b

μ =  ,                23 3 23
44

1x l
b

μ = , 

  11 21
31 3 23 32

1 2

x
x x

⎛ ⎞∂μ ∂μ
μ = − + +σ −σ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

,  12 22
32 3 31 13

1 2

x
x x

⎛ ⎞∂μ ∂μ
μ = − + +σ −σ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 

  

1 1
220 1 1
3 13 23

12 213333 1 2
1 2

( ; )
6 2

xhx x
x x

⎛ ⎞⎛ ⎞ ∂μ ∂μ⎜ ⎟μ = μ + − + +σ −σ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠
 

С целью приведения трёхмерной задачи микрополярной теории упругости к 
двумерной, что уже выполнено для перемещений, деформаций, изгибов-кручений, 
силовых и моментных напряжений, в теории микрополярных упругих пластин 
вместо компонент тензоров силовых и моментных напряжений вводим статически 
эквивалентные им интегральные характеристики-усилия ,, 33 ii NN  моменты от 

силовых напряжений ,, ijii MM  моменты от моментных напряжений ijii LLL ,, 33  и 

гипермоменты от моментных напряжений 3iΛ : 

3 33
,i

h
N dxi

h
= σ
−
∫ 3 3 3, i i

h
N dx

h
= σ
−
∫ 3 3M ,  ii ii

h
x dx

h
= σ
−
∫ 3 3M ,  ij ij

h
x dx

h
= σ
−
∫     (2.10) 

3L ,ii ii

h
dx

h
= μ
−
∫ 33 33 3L ,

h
dx

h
= μ
−
∫ 3L ,ij ij

h
dx

h
= μ
−
∫ 3 3 3 3,  i i

h
x dx

h
Λ = μ

−
∫ ( )1, 2i =             

Основная система уравнений общей теории статической изгибной деформации 
микрополярных ортотропных упругих тонких пластин с независимыми полями 
перемещений и вращений, построенная с помощью перечисленных выше 
кинематических и статических гипотез, будет выражаться следующим образом:   
 
                                    уравнения  равновесия 

 13 23
3

1 2

,  N N p
x x

∂ ∂
+ = −

∂ ∂
       3  jiii

i i
i j

MMN hp
x x

⎛ ⎞∂∂
− + =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
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( )3 3( 1)ji jii
j j i

i j

LL N N m
x x

∂∂
+ + − − = −

∂ ∂
   (2.11)  

13 23
33 12 21 3

1 2

 ( )L M M hm
x x

⎡ ⎤∂Λ ∂Λ
− + + − =⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

 

                                             физические  соотношения 
 
      3156135513

~
Γ+Γ= CCN                     1356316631 Γ+Γ= CCN  

      3245235523 Γ+Γ= CCN                    2345324432 Γ+Γ= CCN  

      2212111111 KDKDM +=                  1112222222 KDKDM +=  

      2178128812 KDKDM +=                 1278217721 KDKDM +=  

      33132212111111 kdkdkdL ++=       2178128812 kdkdL +=                               (2.12) 

      33231121222222 kdkdkdL ++=       1278217721 kdkdL +=  

      22321131333333 kdkdkdL ++=  

      136613 lλ=Λ       234423 lλ=Λ ; 
геометрические соотношения имеют вид  (2.6), (2.7); 
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На основе формул (2.8), (2.9), силовые и моментные напряжения  выразятся через 
усреднённые усилия, моменты и гипермоменты следующим образом: 
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К системе уравнений (2.11), (2.12), (2.6), (2.7)  микрополярных упругих тонких 
пластин со свободным вращением присоединим “смягчённые” граничные условия на 
граничном контуре Γ  срединной плоскости пластинки (напр., при  1 constx = ): 

*
1111 MM =   или  *

1111 KK =   ;  *
1212 MM =    или   *

1212 KK = , 
*
1313 NN =   или *ww = ;    (2.13)     

*
1111 LL =   или *

1111 kk =  ; *
1212 LL =  или *

1212 kk =  ;  *
1313 Λ=Λ  или  *

1313 ll =  
Система уравнений (2.11), (2.12), (2.6), (2.7)   и граничные условия  (2.13) будут 
представлять собой математическую модель микрополярных упругих ортотропных  
тонких пластин с независимыми полями перемещений и вращений, при которой 
полностью учитывались поперечные сдвиговые и родственные им деформации. Это –  
система дифференциальных уравнений 12-ого порядка с 6-ю граничными условиями 
на каждом крае срединной плоскости пластинки. Она содержит 35 уравнений 
относительно  35  неизвестных  функций: 

3 3 3 33 3 3 3, , , , , , , , , , , , , , , , , , .i i ii ij ii ij i i i ii ij ii ij i i iN N M M L L L K K k k l wΛ Γ Γ ψ Ω ι  
Уравнение баланса энергии для модели (2.11), (2.12), (2.6), (2.7), (2.13) 

микрополярных ортотропных упругих тонких пластин будет выражаться так: 

( ) ( )1 1 2 2 3 1 1 2 2 3
( ) ( )

1
2s s

Wds p h p h p w m m m h ds= ψ + ψ + + Ω + Ω + ι⎡ ⎤⎣ ⎦∫∫ ∫∫ + 

+ ( ) ( )0 0 0 0 0 0
11 1 12 2 13 11 1 12 2 13 ,

l

M M N w L L dl⎡ ⎤ψ + ψ + + Ω + Ω +Λ ι⎣ ⎦∫  

где плотность потенциальной энергии деформации имеет  вид: 
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a общий вариационный функционал можем представить следующим образом: 
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s

p h p h p w m m m h ds− ψ + ψ + + Ω + Ω + ι −⎡ ⎤⎣ ⎦∫∫  
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11 1 12 2 13 11 1 12 2 13

l

M M N w L L dl⎡ ⎤− ψ + ψ + + Ω + Ω +Λ ι⎣ ⎦∫  

Отметим, что при (1.6) вместо модели (2.11), (2.12), (2.6), (2.7) и (2.13)   получим 
систему основных уравнений и граничных условий теории микрополярных упругих 
изотропных пластин с независимыми полями перемещений и вращений [4], а при 
(1.7), из уравнений (2.11), (2.12), (2.6), (2.7) и граничных условий (2.13) будут 
отделяться классические уравнения  и граничные условия теории упругих пластин на 
основе гипотез Тимошенко [11,12] (с некоторым отличием, связанным сo 
статической гипотезой 3)). 
     Заключение. В работе впервые построена общая теория изгиба  микрополярных 
ортотропных упругих тонких пластин. Построено общее вариационное уравнение 
этой теории. Построенная теория будет основой для рассмотрения в дальнейшем 
различных конкретных задач об изгибе микрополярных ортотропных упругих 
пластин. 
 

Данная статья выполнена как часть темы, рекомендованной на финансирование в 
рамках Конкурса на тематическое финансирование научной и научно-
технической деятельности, проведённого Государственным комитетом по науке 
МОН Республики Армения в 2010 году. 
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