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Shekoyan A.V., Sanoyan Yu.G. 

The linear wave in media of a Bio taken account the temperature effect 
 

The system of equations describing deformation of two–phase media on account of variation of temperature 
is derived. The linear dispersion equation is obtained and its solution is find. The cases when temperatures of 
phases are the same as well as when are different are considered. 

 
Выведена система уравнений, описывающая деформацию двухфазной среды с учётом изменения 

температуры. Получено линейное дисперсионное уравнение и найдено его решение. Рассмотрены случаи, 
когда температуры фаз одинаковы и разные. 
 

1. Введение 
В статье [1], а также в книге [2] сделан подробный критический анализ 

существующих теорий, описывающих деформации двухфазной среды, состоящей из 
твёрдого каркаса с порами, заполненного жидкостью. Такие среды часто называют 
средой Био в честь американского учёного, впервые предложившего такую модель. 

В работах [1,2] из вариационного принципа выведены уравнения, описывающие 
линейные и нелинейные деформации вышеуказанной двухфазной среды. 

Во многих физических процессах существенны температурные эффекты. Однако 
работ, учитывающих температурные эффекты среды Био, мало [4–9].  

В книгах [5,6] выводятся уравнения для температуры фаз. В книге [5] лишь 
приводят уравнения, а в [6] при исследовании полученных уравнений температура не 
учитывается. В книге [6] выведена система уравнений, описывающая деформацию 
среды Био с учётом изменения температуры, причём рассматриваются случаи, когда 
температура жидкости и каркаса разные. Однако при исследовании уравнений 
предполагается, что температуры жидкой и твёрдой фаз равны, а температура 
фигурирует как параметр. 

Целью данной статьи является вывести уравнения для двухфазной среды с 
учётом изменения температуры и исследовать линейные волны в такой среде. 
Рассмотрен случай, часто встречающийся на практике, когда температуры фаз 
разные.  

2. Исходные уравнения. 
Пусть в первоначальный момент температура твёрдой фазы равняется 01T , а 

жидкой – 02T . В результате различных процессов температуры обеих фаз меняются и 
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получают значения 1T  и 2T  соответственно для твёрдой и жидкой фаз. Следует 

определить разности температур 1 1 01T Tθ = −  и 2 2 02T Tθ = − . 
Из вариационного принципа следует, что уравнения деформации поросреды с 

учётом температурных эффектов можно написать в следующем виде: 
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где F – свободная энергия единицы массы среды, 1χ  и 2χ –
температуропроводности твёрдой и жидкой фаз среды соответственно,  ui,  vi- 
смещения твёрдой и жидкой фаз соответственно, 11ρ , 22ρ  и 12ρ - эффективные 
начальные плотности массы и присоединённая плотность массы соответственно, 

ikσ и vik – тензоры напряжений твёрдой и  жидкой фаз среды соответственно, 

коэффициенты 2b  и 3b   обусловлены отклонением течения жидкости в порах от 

закона Пуазейля, а коэффициенты 0b  и 1b  обусловлены линейным и нелинейным 

межфазным трением, коэффициент 4b   обусловлен дисперсией. 

Энтропии единицы массы среды 1S  и 2S  для твёрдой и жидкой фаз 
соответственно определяются из соотношений [10]: 
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К уравнениям (1)–(4) следует добавить также уравнение изменения пор, 
имеющее вид: 

0,F
f

∂
=

∂
  (7) 

где 1 0f f f= − ;  0f – пористость до деформации среды, а 1f – после деформации. 

Свободная энергия F  имеет следующий вид:  
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1 1 1 2 2 2 1 1, , , , , , , , ,q G D E D E G B Aχ – нелинейные коэффициенты, 0F – свободная 
энергия до возмущения. 

Выражение (8) получено методом, описанным в [2].  
Выполняя вычисления по формулам (5)–(8), уравнения (1)–(4) можно записать в 

следующем виде: 
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где 5b  и 6b  – коэффициенты вязкости твёрдой фазы среды. Вязкость жидкой фазы 
среды не учтена из-за  малого значения её величины. 
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3. Линейное дисперсионное уравнение и его решение. 

После линеаризации системы уравнений (9)–(13) она примет следующий вид: 
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t x
⎛ ⎞∂∂

− γ + θ + θ + γ = −χ θ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
             (18) 

Решение системы (14)–(18) ищется в виде бегущей волны ( )exp i t ikxω − . 
Подставив это решение в систему уравнений (14)–(18), получим новую 
алгебраическую систему уравнений относительно амплитуд. Приравняв детерминант 
к нулю, получим дисперсионное уравнение, имеющее вид:  

1 2

3 4

5 6

1 1 1 3 1 5 3 3 1

2 2 2 4 2 6 3 2 4

0
n n

A B ikMG ik ik
A B ikMP ik ik
ikMG ikMP M
k T k T i T n i c T
k T k T i T i c T n

− − γ γ
− − − γ γ

− − −γ −γ =
ω γ ω γ ω γ ω
ω γ ω γ ω γ ω

             (19) 

где  ( )2 2 2 2
11 122 , ,A k B k Q= −ω ρ + μ + λ + ϕ = −ω ρ +ϕ+  

2 2 2 2
12 22

2 2
3 1 1 1 4 2 2 2

, ,

, ,
n nA k Q B k R

n i T c k n i T c k

= −ω ρ −ϕ+ = −ω ρ +ϕ+

= ω + χ = ω +χ
 

2 2 3 4 2
0 0 2 3 1 mi b f b i b b ik bϕ = ω +ω − ω −ω + ω , 

mb – коэффициент вязкости твёрдой фазы. 
Уравнение (19) будем решать итерацией подобно [2,4]. Решение имеет вид: 

0 1 2 3,ω = ω +ω +ω +ω              (20) 
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где 1ω  обусловлена коэффициентами 1 2 3, ,b b b  и 4b ; 2ω – вязкостью твёрдой фазы,   

а 3ω – термическими эффектами. Частоты 1 2 3, ,ω ω ω  малы по сравнению с нулевым 

решением 0ω . 
Из выражения для 0ω  можно найти линейную фазовую скорость nc , которая 

совпадает с выражением, приведённым в работах [1,2]. 
Для 1ω  и 2ω  получаются следующие выражения: 

( ) ( )

( )

2 2 22
1 2 0 4 0 0 0 3 0 0

1
2

2 2 2
2 5 6 0 22

1

,

4 ,
3

d b b i b b f
d

ik b b k R MT
d

⎡ ⎤ω = − +ω ω ω + ω −⎣ ⎦

⎛ ⎞ ⎡ ⎤ω = + + −ω ρ⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠

 

где    ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 0 22 11 12 12 114 2 2d k Q MGT R MT⎡= ω ρ ρ −ρ + − ρ − + ρ −⎣   

( )2
222 MG ⎤− λ + μ + ρ ⎦ , 

( ) ( )2 2 2 2
2 0 12 22 112 2 2d k Q MGT R MT MG⎡ ⎤= ω ρ −ρ +ρ − − + + + λ + μ +⎣ ⎦  

Как видно, 2ω  – чисто мнимое число, поскольку оно обусловлено только 

вязкостью твёрдой фазы. Действительная и мнимая части 3ω  имеют следующий вид: 

( )
2 4 6

1 2 3 4
3 4

5 6 7

Re ,P k P k P k P
k P P k P k
+ + +

ω =
+ +

             (21) 

2 4
8 9 10

3 4
5 6 7

Im .P k P k P
P P k P k
+ +

ω =
+ +

             (22) 

Выражения (20) и (21) рассчитаны на компьютере. Коэффициенты iP  не 
приводятся, посколько имеют громоздкий вид. 

Они зависят от параметров, характеризующих двухфазную среду. 
Из коэффициента термического поглощения (22) видно, что при больших k  

волновое число не влияет на поглощение волны. 
Рассмотрим случай, когда температуры жидкой и твёрдой фаз одинаковы, т.е. 

1 2θ = θ  и 01 02T T= . 
Тогда из системы уравнений (14)–(18) выпадает (18). Дисперсионное уравнение 

легко получится из (19) вычёркиванием пятого столбца и пятой строки. 
Полученное дисперсионное уравнение решается итерацией, как и (19), решение 

ищется в виде (20). Выражения для 0 1,ω ω  и 2ω  остаются прежними, а 

действительные и мнимые части 3ω  имеют вид: 

( ) ( )2 2 2
3 4 7 8

3 32 2
5 6 5 6

Re , Im
D D k k D k D
D D k D D k
+ +

ω = ω =
+ +

.              (23) 
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Как видно из выражения (23), они сильно отличаются от соотношений (21) и 
(22). Используя выражения (21)–(23), можно получить информацию о температурах 
жидкой и твёрдой фаз. 
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