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Ռելեյի ալիքները առաձգականորեն կաշկանդված եզրի դեպքում 
Ենթադրվում է որ կիսատարածության եզրը կամ նորմալի կամ շոշոփողի ուղղությամբ 

առաձգականորեն կաշկանդված է: Հաստատված է մակերևույթային ալիքների գոյության պայմաները 
կախված կաշկանդումը բնութագրող գործակցից և ալիքի երկարությունից: 

 
Belubekyan M.V. 

The Rayleigh waves in the case of the elastically restrained boundary 
The boundary of the half-space is elastically restrained in the normal or in the tangential directions. The 

conditions of the surface wave existence in the dependence of restrained coefficient and wave length are 
established. 
 
Предполагается, что граница полупространства упруго стеснена либо по направлению нормали, либо 
по касательному направлению. Установлены условия существования поверхностной волны в 
зависимости от коэффициента, характеризующего стеснение и от длины волны. 

 
 
 

В отличие от классической задачи Рэлея, вместо граничных условий свободной 
поверхности для упругого изотропного полупространства рассматриваются два 
варианта усложнённых граничных условий. Предполагается, что либо нормальное 
напряжение стеснённо в направлении перпендикулярной к поверхности нормали, а 
касательное равно нулю, либо нормальное напряжение равно нулю, а касательное 
стеснённо. Устанавливаются условия, при которых поверхностная волна не может 
существовать. 
 

1. Упругое изотропное полупространство в прямоугольной декартовой системе 
координат занимает область , 0 ,x y z−∞ < < ∞ ≤ < ∞ −∞ < < ∞ .  
Рассматривается задача плоской деформации 

( ) ( ), , , , , , 0u u x y t v v x y t w= = = ,  (1.1) 
где , ,u v w  – проекции упругих перемещений по направлению на координатные оси 

, ,x y z  соответственно. 
Известно, что при помощи преобразований  

,u v
x y y x
∂ϕ ∂ψ ∂ϕ ∂ϕ

= + = −
∂ ∂ ∂ ∂

  (1.2) 

система уравнений задачи плоской деформации приводится к автономным 
уравнениям [1]: 
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2 2
2 2

2 2,e tc c
t t

∂ ϕ ∂ ψ
Δϕ = Δψ =

∂ ∂
. (1.3) 

На границе полупространства задаются граничные условия 
( )22 21, 0 0vσ = α σ = α >  при 0y = . (1.4) 

Условия (1.4) были предложены Миндлином [1,2] для исследования задачи 
отражения упругой волны от границы полупространства.  

В частных случаях 0α =  получаются условия свободной границы, α→∞  –
условия скользящего контакта. Необходимо отметить, что для условий скользящего 
контанка граничные условия для ϕ  и ψ  также отделяются ( 0, / 0yψ = ∂ϕ ∂ = при 

)0y = . 
С использованием закона Гука и преобразования (1.2) граничные условия (1.4) 

приводятся к виду: 

( )
2 2 2

2 2

2 2 2

2 2

2 2 0,

2 0.

y x y x y x

x y y x

∂ ϕ ∂ ϕ ∂ϕ ∂ ψ ∂ψ
λ + μ + λ −α − μ +α =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ϕ ∂ ψ ∂ ψ
+ − =

∂ ∂ ∂ ∂

 (1.5) 

Задача заключается в нахождении решений уравнений (1.3), удовлетворяющих 
граничным условиям (1.5) и условиям затухания 
lim 0, lim 0
y y→∞ →∞

ϕ = ψ = . (1.6) 

Решения уравнений (1.3), удовлетворяющие условию затухания, имеют вид [1]: 

( )
( )

1

1

exp ,

exp ,

k y

k y

Ae i t kx

Be i t kx

−θη−

−η−

ϕ = ω −

ψ = ω −
 (1.7) 

где A  и B –  произвольные постоянные 
2

2 2

1 1 2 , , 1
2 1 t

v o
v k c

− ω
θ = η = < η <

−
.  (1.8) 

Подстановка (1.7) в граничные условия (1.5) приводит к следующей системе 
однородных алгебраических уравнений относительно произвольных постоянных 

( ) ( )
( )

2 1 2 1 0,5 0,

2 1 2 0.

A i B

iA B

−η+ γ −θ − −η + γ =

−θη + −η =
  (1.9) 

Равенство нулю детерминанта системы (1.9) приводит к следующему уравнению 
относительно безразмерной характеристики квадрата фазовой  скорости η : 

( ) ( ) ( )22 4 1 1 1 0, /R kη ≡ −η − −θη −η − γη −θη = γ = α μ ,  (1.10) 

уравнение (1.10) при 0γ =  совпадает с классическим уравнением Рэлея, при 
γ →∞  приводит к уравнению задачи с граничными условиями скользящего 
контакта, из которого следует невозможность поверхностной волны. 
В отличие от уравнения Рэлея, уравнение (1.10) дисперсионное, т.е решение 
уравнения зависит от волнового числа κ . 
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2. Уравнение (1.10), как и уравнение Рэлея, имеет корень 0η = . Нетрудно 
проверить, что этому корню соответствует тривиальное решение 0u v= = .  
Исключая корень 0η = ,  как это делается в [3], уравнение (1.10) приводится к виду 

( ) ( )
1

4 1 1
1 0

1 1
R

−θ −η
η ≡ η− − γ −θη =

−η + −θη
.  (2.1) 

Функция ( )1R η  обладает следующими свойствами:  

( ) ( ) ( )
( )

1

1

0 2 1 0 0 ,

1 1 1 .

R

R

= − −θ − γ < γ >

= − γ − θ
 (2.2) 

Уравнение (2.1) имеет решение в интервале 0 1< η <  при выполнении  условия 

( ) 1/21 −γ < − θ .  (2.3) 
При этом,  решение будет единственным, т.к. легко проверить, что 

1 / 0dR dη > , т.е. непрерывная функция ( )1R η – монотонно возрастающая и на 
концах промежутка принимает значение разных знаков. 

В табл.1 приводятся численные результаты, вычисленные по уравнению (2.10) 
для параметра η , характеризующего квадрат фазовой скорости поверхностной 
волны в зависимости от параметра γ , характеризующего степень стеснённости 
поверхности полупространства при 0,33θ = . 

                                                                                   Таблица 1 
γ  0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 
η  0,8464 0,9005 0,9405 0,9686 0,9867 0,9966 

 
3. Другой вариант условий стеснённой границы имеет вид: 

22 210, uσ = σ = β  при ( )0 0y = β > .   (3.1) 

В этом случае при 0β =  опять получаются граничные условия свободного края, 
а при β→∞ – условия Навье. 

С учётом закона Гука и преобразования (1.2) граничные условия (3.1) приводятся 
к виду: 

( )
2 2 2

2 2

2 2 2

2 2

2 2 0,

2 0,

y x x y

x y y x x y

∂ ϕ ∂ ϕ ∂ ψ
λ + μ + λ − μ =

∂ ∂ ∂ ∂

⎛ ⎞∂ ϕ ∂ ψ ∂ ψ β ∂ϕ ∂ψ
+ − + + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ μ ∂ ∂⎝ ⎠

 (3.2) 

подстановка (1.7) в (3.2) дает 

( ) ( )

( ) ( )
2 2 1 0, / ,

2 1 2 1 0.

A i B

i A B

−η − −η = δ = β μκ

−θη −δ + −η−δ −η =
  (3.3) 

Равенство нулю детерминанта системы (3.3) приводится к виду 

( ) ( )22 4 1 1 1 0R η ≡ −η − −θη −η + δη −η = , (3.4) 

уравнение (3.4) при 0δ =  совпадает с уравнением Рэлея, а при δ→∞  совпадает с 
уравнением, которое получается для задачи с граничными условиями Навье. 
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1 0η −η = . (3.5) 
Из (3.5) следует, что в этом случае поверхностная волна не существует, но 
существует предельная волна с фазовой скоростью, определяемой из равенства 

1η = . 
Исключая корень 0η = , уравнение (3.4) приведём к виду 

( ) ( )
2

4 1 1
1 0

1 1
R

−θ −η
η ≡ η− + δ −η =

−η + −θη
.  (3.6) 

Из следующих свойств функции  
( ) ( ) ( )2 20 2 1 , 1 1R R= − −θ + δ =  (3.7) 

следует, что уравнение (3.6) имеет корень, удовлетворяющий условию 0 1< η < , 
если 

( )2 1δ < −θ , (3.8) 
условие (3.8) есть условие существования поверхностной волны в случае стеснённой 
границы типа (3.1). 

        Таблица 2 
δ  0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,3 
η  0,8464 0,8132 0,7672 0,7013 0,6032 0,4532 0,2236 0,0697 

 
В табл. 2 приводятся результаты численных расчётов по уравнению (3.6) для 

фазовой скорости в зависимости от коэффициента стеснения. Сравнение таблиц 1 и 2 
показывает, что если стеснение типа (1.4) приводит к уменьшению степени 
локализации поверхностной волны (приводит к медленному затуханию амплитуды), 
то стеснение типа (3.1) приводит к увеличению локализации. 
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