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Օրթոտրոպ երկշերտ սալի համար առաձգականության տեսության առաջին դինամիկական եզրային 
խնդրի ասիմպտոտիկական լուծումը 

Դիտարկված է օրթոտրոպ երկշերտ սալի առաջին դինամիկական եզրային խնդիրը, երբ շերտերի 
միջև կոնտակտը լրիվ է: Խնդրի լուծումը ներկայացված է երկու տիպի ֆունկցիաների արտադրյալի 
տեսքով, որոնցից մեկը ֆունկցիա է տարածական կոորդինատներից, իսկ մյուսը ժամանակից 
էքսպոնենցիալ ֆունկցիա է: Ներմուծելով չափողականություն չունեցող կոորդինատներ և 
տեղափոխման վեկտորի բաղադրիչներ ստացված է սինգուլյար գրգռված հավասարումների 
համակարգ, որը լուծված է ասիմպտոտիկ մեթոդով: Ստացված է ներքին խնդրի ընդհանուր լուծումը, 
որը միարժեքորեն որոշվում է երկշերտ սալի դիմային մակերևույթների վրա տրված պայմաններից: 
Ցույց է տրված, որ երբ դիմային մակերևույթների վրա տրված ֆունկցիաները բազմանդամներ են, 
իտեռացիոն պրոցեսն ընդհատվում է և ստացվում է ներքին խնդրի համար մաթեմատիկորեն ճշգրիտ 
լուծում: Բերված են ճշգրիտ լուծումներ արտաքին բեռնավորման մասնավոր դեպքերի համար:      
 

Aghalovyan L.A, Zakaryan T.V. 
The asymptotic solution of the first dynamic boundary value problem of the theory of elasticity for  

two-layered orthotropic plate 
 

The first dynamic boundary problem of the theory of elasticity for two-layered orthotropic plate is considered. 
The solution of the problem is presented in the form of product of two types of functions. The first of them 
depends on three-dimensional coordinates and the second is the exponential function of the frequency of external 
influence and the time. By transition to dimensionless coordinates and displacements the singularly perturbed 
system of differential equations is obtained.This system is solved by the asymptotic method. The general 
asymptotic solution of the internal problem is found, which is completely defined as a result of satisfying of 
boundary conditions on the face of the plate. If the function which is present in the boundary conditions is a 
polynomial, the iterated process breaks and the mathematically exact solution of internal problem is obtained. The 
exact solutions for special cases of loadings are given. 
 
Рассмотрена первая динамическая краевая задача теории упругости для двухслойной ортотропной 

пластинки. Решение задачи представлено в виде произведения двух типов функций. Первая из них зависит 
от пространственных координат, а вторая есть экспоненциальная функция от частоты внешнего 
воздействия и времени. Путем перехода к безразмерным координатам и перемещениям получена 
сингулярно возмущенная система дифференциальных уравнений, которая решена асимптотическим 
методом. Найдено общее асимптотическое решение внутренней задачи, которое полностью определяется в 
результате удовлетворения граничным условиям на лицевых поверхностях пластинки. Если функции, 
входящие в граничные условия, являются полиномами, итерационный процесс обрывается и получается 
математически точное решение внутренней задачи. Приведены точные решения для частных случаев 
нагружения. 
 

Введение. Для решения плоских и пространственных задач статики и динамики 
тонких тел (балки, пластины, оболочки) в последние десятилетия широко 
используется асимптотичеслий метод решения сингулярно возмущенных уравнений. 
Рассмотрены как классические краевые задачи (на лицевых поверхностях тонкого 
тела заданы условия первой краевой задачи теории упругости, т.е. значения 
соответствующих компонент тензора напряжений), так и неклассические краевые 
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задачи – на лицевых поверхностях тонкого тела заданы значения вектора 
перемещения или смешанные условия. Результаты, полученные в статических 
краевых задачах, обобщены в монографиях [1,2]. Метод оказался эффективным и для 
решения динамических задач, при этом рассмотрены как неклассические краевые 
задачи [3-8], так и классические краевые задачи [9-12]. Асимптотический метод 
использован для решения связанных задач термоупругости для пластин [13]. Метод 
использован  С.О. Саркисяном для построения теории микрополярных упругих 
тонких пластин и оболочек [14,15]. Для решения неклассических задач пластин о 
собственных колебаниях использован также метод Левинсона [16]. 
     В работе асимптотический метод используется для решения первой динамической 
задачи для двухслойной ортотропной пластинки. 
     1. Постановка задачи, основные соотношения, структура асимптотического 
решения. Требуется найти решение уравнений трехмерной динамической задачи для 
двухслойной  ортотропной   пластинки,   занимающей   область  

( ){ , , : 0 ,D x y z x a= ≤ ≤ 2 1 1 20 , , , max( , ),y b h z h h l h h h≤ ≤ − ≤ ≤ << = }min( , )l a b= . 

Считается, что на лицевых поверхностях 1 2,z h h= −  заданы условия 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

1

1

, , , , exp ,

, , , , exp ,

, , , , exp

xz

yz

zz

x y h t X x y i t

x y h t Y x y i t

x y h t Z x y i t

+

+

+

σ = Ω

σ = Ω

σ = Ω

              при     1z h= , (1.1) 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

2

2

, , , , exp ,

, , , , exp ,

, , , , exp

xz

yz

zz

x y h t X x y i t

x y h t Y x y i t

x y h t Z x y i t

−

−

−

σ − = − Ω

σ − = − Ω

σ − = − Ω

          при     2z h= − , (1.2) 

а между слоями должны выполняться условия полного контакта 
( , , 0) ( , , 0), ( , , ), ( , , 0) ( , , 0),

( , , 0) ( , , 0), ( , , 0) ( , , 0).

I II I II
xz xz

I II I II
yz yz zz zz

u x y z u x y z u v w x y z x y z
x y z x y z x y z x y z

= = = σ = =σ =

σ = = σ = σ = = σ =
 (1.3) 

Условия на боковой поверхности пластинки пока не конкретизируются, ими 
обусловлено возникновение пограничных слоев. 

Чтобы найти решение сформулированной задачи в уравнениях движения 
трехмерной задачи и соотношениях упругости для ортотропного тела, переходим к 
безразмерным координатам и безразмерным компонентам вектора перемещения      

/ , / , / , / , / , / .x y zx l y l z h U u l V u l W u lξ = η = ζ = = = =   (1.4) 

Решение вновь полученной системы отыскиваем в виде 

11 12 13 22 23 33( ( , , , ), , , , , ) ( ( , , ), , , , , ) exp( )k k k k k k k k k k k k
xx xy xz yy yz zzt i tσ ξ η ζ σ σ σ σ σ = σ ξ η ζ σ σ σ σ σ Ω  (1.5) 
В результате получим следующую сингулярно возмущенную малым параметром 
h lε =  систему:   

1 2 21311 12 0,
kk k

k kU− −
∗

∂σ∂σ ∂σ
+ +ε +ε ρ Ω =

∂ξ ∂η ∂ζ
   1 2 22312 22 0

kk k
k kV− −

∗

∂σ∂σ ∂σ
+ +ε +ε ρ Ω =

∂ξ ∂η ∂ζ
 

1 2 213 23 33 0,
k k k

k kW− −
∗

∂σ ∂σ ∂σ
+ +ε +ε ρ Ω =

∂ξ ∂η ∂ζ
 11 11 12 22 13 33,

k
k k k k k kU a a a∂

= σ + σ + σ
∂ξ

  (1.6) 
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12 11 22 22 23 33 ,
k

k k k k k kV a a a∂
= σ + σ + σ

∂η
              1

13 11 23 22 33 33,
k

k k k k k kW a a a− ∂
ε = σ + σ + σ

∂ζ
 

66 12 ,
k k

k kV U a∂ ∂
+ = σ

∂ξ ∂η
                          1

55 13,
k k

k kW U a−∂ ∂
+ ε = σ

∂ξ ∂ζ
 

1
44 23 , , , .

k k
k kW V a h k I II−

∗

∂ ∂
+ ε = σ Ω = Ω =

∂η ∂ζ
 

Решение этой системы складывается из решений внутренней задачи ( )intI  и 

пограничного слоя ( )bI  
int

bI I I= +  (1.7) 
2. Решение внутренней задачи. Решение внутренней задачи будем искать в 

виде 
int 1 ( )

int int int ( ) ( ) ( )

( , , ) , , 1, 2,3, 0, , , ,

( , , ) ( , , ).

k s k s
jm jm

k k k s k s k s k s

j m s N k I II

U V W U V W

− +σ = ε σ ξ η ζ = = =

= ε
 (2.1) 

Подставив (2.1) в (1.6), для определения неизвестных коэффициентов 
( ) ( ) ( ) ( ), , ,k s k s k s k s
jm U V Wσ  получим систему: 

( )( 1) ( 1)
2 ( )1311 12 0,

k sk s k s
k k sU

− −

∗

∂σ∂σ ∂σ
+ + +ρ Ω =

∂ξ ∂η ∂ζ
 

( )( 1) ( 1)
2 ( )2312 22 0,

k sk s k s
k sV

− −

∗

∂σ∂σ ∂σ
+ + +ρ Ω =

∂ξ ∂η ∂ζ
 

( 1) ( 1) ( )
2 ( )13 23 33 0,

k s k s k s
k k sW

− −

∗

∂σ ∂σ ∂σ
+ + +ρ Ω =

∂ξ ∂η ∂ζ
 

( 1)
( ) ( ) ( )

11 11 12 22 13 33 ,
k s

k k s k k s k k sU a a a
−∂
= σ + σ + σ

∂ξ
 

( 1)
( ) ( ) ( )

12 11 22 22 23 33 ,
k s

k k s k k s k k sV a a a
−∂
= σ + σ + σ

∂η
    

( )
( ) ( ) ( )

13 11 23 22 33 33 ,
k s

k k s k k s k k sW a a a∂
= σ + σ + σ

∂ζ
 (2.2) 

( 1) ( 1)
( )

66 12 ,
k s k s

k k sV U a
− −∂ ∂
+ = σ

∂ξ ∂η
     

( 1) ( )
( )

55 13 ,
k s k s

k k sW U a
−∂ ∂
+ = σ

∂ξ ∂ζ

( 1) ( )
( )

44 23

k s k s
k k sW V a

−∂ ∂
+ = σ

∂η ∂ζ
 

Из этой системы все напряжения можно выразить через перемещения по формулам 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

1 1

13 23
55 44

1 1 1 1

12 11 23 22 12
66

1 1, ,

1 1, ,

k s k s k s k s
k s k s

k k

k s k s k s k s k s
k s k s k k k

k k

U W V W
а a

U V W U VA A A
a

− −

− − − −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
σ = + σ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ζ ∂ξ ∂ζ ∂η⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
σ = + σ = − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂η ∂ξ Δ ∂ζ ∂ξ ∂η⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

1 1

22 13 12 33

1 1

33 11 23 13

1 ,

1 ,

k s k s k s
k s k k k

k

k s k s k s
k s k k k

k

W U VA A A

W U VA A A

− −

− −

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
σ = − − +⎜ ⎟⎜ ⎟Δ ∂ζ ∂ξ ∂η⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
σ = − −⎜ ⎟⎜ ⎟Δ ∂ζ ∂ξ ∂η⎝ ⎠

    (2.3) 

где 

( )
( ) ( )

2

11 11 22 12 12 12 33 23 13 13 11 23 13 12

2 2

22 22 33 23 23 13 22 12 23 33 11 33 13

11 22 12 12 13 23

, , ,

, , ,

.

k k k k k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k k k k k

k k k k k k k

A a a a A a a a a A a a a a

A a a a A a a a a A a a a

a A a A a A

= − = − = −

= − = − = −

Δ = − −

   (2.4) 

Подставив значение ( )
13
k sσ  в первое уравнение системы (2.2),  для определения 

( )k sU получим уравнение 
( 1) ( 1)2 ( ) 2 ( 1)

2 ( ) ( ) ( ) 11 12
55 552 ,

k s k sk s k s
k k k s k s k s k

U U
U Wa U R R a

− − −

∗

⎛ ⎞∂σ ∂σ∂ ∂
+ ρ Ω = =− + −⎜ ⎟∂ζ ∂ξ ∂η ∂ξ∂ζ⎝ ⎠

 (2.5) 

Подставив значения  ( ) ( )
23 33,k s k sσ σ  в систему (2.2), для определения ( ) ( ),k s k sV W  

получим  уравнения 
2 ( )

2 ( ) ( )
442 ,

k s
k k k s k s

V
V a V R∗

∂
+ ρ Ω =

∂ζ
    (2.6) 

2 ( )
2 ( ) ( )

11 2 ,
k s

k k k k s k s
W

WA W R∗

∂
+ Δ ρ Ω =

∂ζ
 (2.7) 

где 

 

( 1) ( 1) 2 ( 1)
( ) 12 22

44

( 1) ( 1) 2 ( 1) 2 ( 1)
( ) 13 23

23 13

,

.

k s k s k s
k s k
V

k s k s k s k s
k s k k k
W

WR a

U VR A A

− − −

− − − −

⎛ ⎞∂σ ∂σ ∂
= − + −⎜ ⎟∂ξ ∂η ∂η∂ζ⎝ ⎠

⎛ ⎞∂σ ∂σ ∂ ∂
= −Δ + + +⎜ ⎟∂ξ ∂η ∂ξ∂ζ ∂η∂ζ⎝ ⎠

   (2.8) 

Решениями  уравнений (2.5) - (2.7) являются 
( ) ( ) ( )

0 , ( , , )k s k s k sU U U U V Wτ= + ,   (2.9) 
где 

( ) ( ) ( )
0 1 1 2 1 1 55

( ) ( ) ( )
0 3 2 4 2 2 44

( ) ( ) ( )
0 5 3 6 3 3 11

( , )sin ( , ) cos , ,

( , )sin ( , ) cos , ,

( , ) sin ( , ) cos , ,

k s k s k k s k k k k

k s k s k k s k k k k

k s k s k k s k k k k k

U C C a

V C C a

W C C A

∗

∗

∗

= ξ η γ ζ + ξ η γ ζ γ = Ω ρ

= ξ η γ ζ + ξ η γ ζ γ = Ω ρ

= ξ η γ ζ + ξ η γ ζ γ = Ω ρ Δ

 (2.10) 

( ) ( ) ( ), ,k s k s k sU V Wτ τ τ  – частные решения уравнений (2.5) – (2.7) 

Используя формулы (2.3), для напряжений ( ) ( ) ( )
13 23 33, ,k s k s k sσ σ σ  будем иметь: 
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( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )
13 1 1 2 1 13

55

( ) ( ) ( ) ( )
23 3 2 4 2 23

44

( ) ( ) ( ) (11
33 5 3 6 3 33

( , ) cos ( , )sin ( , , ),

( , ) cos ( , )sin ( , , ),

( , ) cos ( , )sin

k
k s k s k k s k k s

k

k
k s k s k k s k k s

k

k k
k s k s k k s k k s

k

C C f
a

C C f
a

A C C f

∗

∗

∗

ρ
σ = Ω ξ η γ ζ − ξ η γ ζ + ξ η ζ

ρ
σ = Ω ξ η γ ζ − ξ η γ ζ + ξ η ζ

ρ
σ = Ω ξ η γ ζ − ξ η γ ζ +

Δ
) ( , , ),ξ η ζ

(2.11) 

где 
( ) ( 1)

( )
13

55

( ) ( 1)
( )

23
44 55

( ) ( 1) ( 1)
( ) 11

33 23 13

1 ,

1 1 ,

1 .

k s k s
k s

k

k s k s
k s

k k

k sk k s k s
k s k k

k k

U Wf
a

V Wf
a a

WA U Vf A A

−
τ

−
τ

− −
τ

⎛ ⎞∂ ∂
= +⎜ ⎟∂ζ ∂ξ⎝ ⎠

∂ ∂
= +

∂ζ ∂η

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= − +⎜ ⎟Δ ∂ζ Δ ∂ξ ∂η⎝ ⎠

 (2.12) 

Используя решения (2.9) – (2.11) и удовлетворив условиям (1.1) – (1.3), однозначно 
определяются значения функций ( )k s

jC  

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )55 1 1 2 2

1 10 1 2 7 2
55 1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 5 1 1 2 10 1 1 7 1 1 1 2

( ) ( ) ( ) ( )55
2 5 1 1 2 10

55

, , , ,

sin cos sin sin ,

cos c

II I s s s s
I s s II s I s s II s

I II

s s I s s I s I II

II I
s s I s s

I II

a d d d dC b C C b C
a

d b b b b

ad b b b
a

ρ
= + = = + =

ρ δ δ δ δ

= γ ζ + − γ ζ + γ ζ γ ζ

ρ
= γ ζ − −

ρ
( )( )

1 1 7 1 1 1 2

55
1 1 2 1 1 1 1 1 2

55

os sin cos ,

cos sin cos sin ,

I s I II

II I
II I I II

I II

b

a
a

γ ζ + γ ζ γ ζ

ρ
δ = γ ζ γ ζ + γ ζ γ ζ

ρ

(2.13) 

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )55
2 13 1

( ) ( ) ( )55
5 13 2

( ) ( ) ( )
7

( ) ( ) ( )55
10 13 13

1 ( , , ) ,

1 ( , , ) ,

( , ,0) ( , ,0),

1 ( , ,0) ( , ,0) ,

I
s s I s

I

II
s s II s

II

s II s I s

I
s II s I s

I

ab X f

ab X f

b U U

ab f f

+

∗

−

∗

τ τ

∗

= − ξ η ζ
Ω ρ

= − − ξ η −ζ
Ω ρ

= ξ η − ξ η

= ξ η − ξ η
Ω ρ
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 344 4 4

3 11 3 4 8 4
44 2 2 2 2

, , , ,
s sII I s s

I s s II s I s s II s
I II

d da d dC b C C b C
a

ρ
= + = = + =

ρ δ δ δ δ
 

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 6 2 1 3 11 2 1 8 2 1 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )44
4 6 2 1 3 11 2 1 8 2 1 2 2

44

44
2 2 2 2 1 2 1 2 2

44

sin cos sin sin ,

cos cos sin cos ,

cos sin cos sin ,

s s I s s I s I II

II I
s s I s s I s I II

I II

II I
II I I II

I II

d b b b b

ad b b b b
a

a
a

= γ ζ + − γ ζ + γ ζ γ ζ

ρ
= γ ζ − − γ ζ + γ ζ γ ζ

ρ

ρ
δ = γ ζ γ ζ + γ ζ γ ζ

ρ

 (2.14) 

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )44
3 23 1

( ) ( ) ( )44
6 23 2

( ) ( ) ( )
8

( ) ( ) ( )44
11 23 23

1 ( , , ) ,

1 ( , , ) ,

( , ,0) ( , ,0),

1 ( , ,0) ( , ,0) ,

I
s s I s

I

II
s s II s

II

s II s I s

I
s II s I s

I

ab Y f

ab Y f

b V V

ab f f

+

∗

−

∗

τ τ

∗

= − ξ η ζ
Ω ρ

= − − ξ η −ζ
Ω ρ

= ξ η − ξ η

= ξ η − ξ η
Ω ρ

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )5 5 6 611

5 12 5 6 9 6
11 3 3 3 3

, , , ,
s s s sII II I

I s s II s I s s II s
I I II

d d d dAC b C C b C
A

ρ Δ
= + = = + =

ρ Δ δ δ δ δ

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
5 4 3 1 1 12 3 1 9 3 1 3 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )11
6 4 3 1 1 12 3 1 9 3 1 3 2

11

11
3 3 2 3 1 3 1 3

11

sin cos sin sin ,

cos cos sin cos ,

cos sin cos sin

s s I s s I s I II

II II I
s s I s s I s I II

I I II

II II I
II I I

I I II

d b b b b

Ad b b b b
A

A
A

= γ ζ + − γ ζ + γ ζ γ ζ

ρ Δ
= γ ζ − − γ ζ + γ ζ γ ζ

ρ Δ

ρ Δ
δ = γ ζ γ ζ + γ ζ γ

ρ Δ 2 ,IIζ

  (2.15) 

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )
1 33 1

11

( ) ( ) ( )
4 33 2

11

( ) ( ) ( )
9

( ) ( ) ( )
12 33 33

11

1 ( , , ) ,

1 ( , , ) ,

( , ,0) ( , ,0),

1 ( , ,0) ( , ,0) .

I
s s I s

I I

II
s s II s

II II

s II s I s

I
s II s I s

I I

b Z f
A

b Z f
A

b W W

b f f
A

+

∗

−

∗

τ τ

∗

Δ
= − ξ η ζ
Ω ρ

Δ
= − − ξ η −ζ
Ω ρ

= ξ η − ξ η

Δ
= ξ η − ξ η
Ω ρ

 

Имея значения функций ( )k s
jC , по формулам (2.1), (2.3), (2.10) определятся все 

компоненты тензора напряжений и вектора перемещения. Это решение будет 
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конечным, если 1 2 30, 0, 0δ ≠ δ ≠ δ ≠ . При значениях Ω , когда какое либо 

0,iδ =  будет возникать резонанс. Эти значения Ω  совпадают с главными 
значениями частот собственных колебаний двухслойной пластинки [11,12]. Таким 
образом, решение внутренней задачи полностью определяется после удовлетворения 
граничным условиям (1.1), (1.2) на лицевых поверхностях двухслойного пакета. 

3. Решения частных задач. Если функции, заданные на лицевых поверхностях,  
являются многочленами от тангенциальных координат, итерационный процесс во 
внутренней задаче обрывается на определенном приближении, в результате 
получается математически точное решение. Рассмотрим следующие случаи: 
а)  1 2const, const, 0.Z p Z p X Y+ − ± ±= − = = = = =  (3.1) 
Для этого случая в формулах (2.12) - (2.15) будем иметь: 

(0) (0) (0) (0) (0) (0)
13 23 33 2,3,5 12 1 4 1 4

(0) (0)1 2
1 4

11 11

(0)
5 2 3 1 1 3 2

11 11

(0)
6 2 3 1 1 3

11

0, 0, 0, 0,

, ,

sin sin ,

cos cos

k

I II

I I II II

II I
I II

II II I I

I
I

I I

f f f b d C

p pb b
A A

d p p
A A

d p p
A

− − −

∗ ∗

∗

∗

= = = = = =

ε εΔ Δ
= − = −

Ω ρ Ω ρ

⎛ ⎞ε Δ Δ
= − γ ζ + γ ζ⎜ ⎟⎜ ⎟Ω ρ ρ⎝ ⎠

ε Δ
= − γ ζ − γ

Ω ρ
( )2 ,IIζ

 (3.2) 

(0) 11
5 2 3 1 1 3 2

3 11 11

sin sin ,
II III I

I I II
I I I I II

AC p p
A A∗

⎛ ⎞ρε Δ Δ
= − γ ζ + γ ζ⎜ ⎟⎜ ⎟δ Ω ρ ρ Δ⎝ ⎠

 

(0)
5 2 3 1 1 3 2

3 11 11

sin sin ,
II I

II I II
II II I IC p p
A A∗

⎛ ⎞ε Δ Δ
= − γ ζ + γ ζ⎜ ⎟⎜ ⎟δ Ω ρ ρ⎝ ⎠

 

( )(0)
6 2 3 1 1 3 2

3 11

(0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0)
13 23 12 5 3 6 3

cos cos ,

0, 0, 0, sin cos ,

I
k I II

I I

k k k k k k k k k k

C p p
A

U V W C C
∗

ε Δ
= − γ ζ − γ ζ

δ Ω ρ

= = σ =σ =σ = = γ ζ+ γ ζ

 

( )(0) 11
33 2 3 1 1 3 2 3 2 3 1 1 3 2 3

3 11

(0) 11
33 2 3 1 1 3 2 3

3 11

11

1

sin sin cos cos cos sin ,

sin sin cos

II I II
I I II I I II I

I II I

II I II
II I II II

I II I

II I II

I II

Ap p p p
A

Ap p
A

A
A

⎛ ⎞⎛ ⎞ρ Δε ⎜ ⎟σ =− γ ζ + γ ζ γ ζ− γ ζ − γ ζ γ ζ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟δ ρ Δ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛⎛ ⎞ρ Δε ⎜σ = − γ ζ + γ ζ γ ζ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜δ ρ Δ⎝ ⎠⎝

ρ Δ
−

ρ Δ
( )2 3 1 1 3 2 3

1

cos cos sin ,I II II
I p p

⎞
γ ζ − γ ζ γ ζ ⎟⎟

⎠

 

(0) (0)
(0) (0)23 13

11 22, .
k kk k

k k
k k

A AW W∂ ∂
σ = − σ = −

Δ ∂ζ Δ ∂ζ
 

При 1s ≥  все компоненты тензора напряжений и вектора перемещения равны нулю. 
Следовательно, будем иметь следующее окончательное решение: 
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(0)

1 (0) 1 (0) 1 (0)
11 22 33

0, 0, 0, exp( ), ,

exp( ), exp( ), exp( ),

k k k k k k k
xy xz yz

k k k k k k
xx yy zz

u v w lW i t k I II

i t i t i t− − −

= = σ = σ = σ = = Ω =

σ = ε σ Ω σ = ε σ Ω σ = ε σ Ω
 (3.3) 

б)  1 2( ), 0, 0.Z p q q Z X Y+ − ± ±= − + ξ + η = = =      (3.4) 
Для этого случая отличными от нуля являются приближения 0,1s = . Имеем  

( )

( )

( )

(0) (0) 11
1 4 5 1 2 3 2

3 11

(0)
5 1 2 3 2

3 11

(0)
6 1 2 3 2

3 11

0, sin ,

sin ,

cos ,

II III
k I II

I I II

I
II II

I I

I
k II

I I

AC C p q q
A

C p q q
A

C p q q
A

−
∗

∗

∗

ρεΔ
= = − + ξ + η γ ζ

δ Ω ρ Δ

ε Δ
= − + ξ + η γ ζ

δ Ω ρ

ε Δ
= + ξ + η γ ζ
δ Ω ρ

    (3.5) 

В результате,  при 0s =  имеем решение 
(0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0)

13 23 12 5 3 6 30, 0, 0, sin cos ,k k k k k k k k k kU V W C C= = σ =σ =σ = = γ ζ+ γ ζ  

( )

( ) ( )

(0) 11
33 1 2 3 2 3 3 2 3

3 11

(0) 11
33 1 2 3 2 3 3 2 3

3 11

sin cos cos sin ,

sin cos cos sin ,

II I II
I II I II I

I II I

II I II
II II II II II

I II I

Ap q q
A

Ap q q
A

⎛ ⎞ρ Δε
σ =− + ξ+ η γ ζ γ ζ+ γ ζ γ ζ⎜ ⎟⎜ ⎟δ ρ Δ⎝ ⎠

ρ Δε
σ =− + ξ+ η γ ζ γ ζ+ γ ζ γ ζ

δ ρ Δ

  (3.6) 

(0) (0)
(0) (0)23 13

11 22, .
k kk k

k k
k k

A AW W∂ ∂
σ = − σ = −

Δ ∂ζ Δ ∂ζ
 

При 1s =  имеем 
(1) (1) (1) (1)

(1) (1) (1) (1) (1) (1)55 1 1 2 2
1 10 1 2 7 2

55 1 1 1 1

, , , ,
II I

I II I II
I II

a d d d dC b C C b C
a

ρ
= + = = + =

ρ δ δ δ δ
 

(1) (1) (1) (1)
(1) (1) (1) (1) (1) ( )3 344 4 4

3 11 3 4 8 4
44 2 2 2 2

(1) (1) (1)
(1) (1) (1) (1)5 5 611

5 5 6 6
11 3 3 3

, , , ,

, , ,

II I
I II I II s

I II

II II I
I II I II

I I II

d da d dC b C C b C
a

d d dAC C C C
A

ρ
= + = = + =

ρ δ δ δ δ

ρ Δ
= = = =

ρ Δ δ δ δ

 

( ) ( )

( ) ( )

( )

(1) (1) (1) (1) (1) (1)55
4 9 12 1 1 2 2 13 1

11

(1) (1) (1) (1)5544
3 23 1 5 13 2

(1) (1) (1) (1)44
6 23 2 7 2 2 8 4

10, , , , ,

1 1, , , , , ,

1 , , , ,

II
I

I I I

III
I II

I II

II
II II I I

II

ab b b b p q q b f
A

aab f b f

ab f b B B b B

∗ ∗

∗ ∗

∗

ε Δ
= = = = + ξ+ η =− ξ η ζ

Ω ρ Ω ρ

= − ξ η ζ = − ξ η −ζ
Ω ρ Ω ρ

= − ξ η −ζ = − =
Ω ρ 4 ,I IB−
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( ) ( )
(1) 55 6 6
10 1 3 1 3

55 55

( ) ( )
(1) 3 3 6 3 3 644
11

44 55 44 55

1 1 1 ,

1 1 1 ,

I II o I o
II II I I

I II I

II II II o I I I oI

I II II I I

a C Cb B B
a a

B C B Cab
a a a a

∗

∗

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
= γ + − γ +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟Ω ρ ∂ξ ∂ξ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞γ ∂ γ ∂
= + − −⎜ ⎟Ω ρ ∂η ∂η⎝ ⎠

 

( )

( )

( )

(1) (1) (1) (1) (1)
1 5 1 1 2 10 1 1 7 1 1 1 2

(1) (1) (1) (1) (1)55
2 5 1 1 2 10 1 1 7 1 1 1 2

55

(1) (1) (1) (1) (1)
3 6 2 1 3 11 2 1 8 2 1

sin cos sin sin ,

cos cos sin cos ,

sin cos sin sin

I I I II

II I
I I I II

I II

I I I

d b b b b

ad b b b b
a

d b b b b

= γ ζ + − γ ζ + γ ζ γ ζ

ρ
= γ ζ − − γ ζ + γ ζ γ ζ

ρ

= γ ζ + − γ ζ + γ ζ γ

( )

2 2

(1) (1) (1) (1) (1)44
4 6 2 1 3 11 2 1 8 2 1 2 2

44

,

cos cos sin cos ,

II

II I
I I I II

I II

ad b b b b
a

ζ

ρ
= γ ζ − − γ ζ + γ ζ γ ζ

ρ

 (3.7) 

(1) (1) (1) (1)
5 1 3 2 6 1 3 2sin , cos ,II IId b d b= γ ζ = − γ ζ  

55
1 1 2 1 1 1 1 1 2

55

cos sin cos sin ,
II I

II I I II
I II

a
a

ρ
δ = γ ζ γ ζ + γ ζ γ ζ

ρ
 

44
2 2 2 2 1 2 1 2 2

44

cos sin cos sin ,
II I

II I I II
I II

a
a

ρ
δ = γ ζ γ ζ + γ ζ γ ζ

ρ
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3 3 2 3 1 3 1 3 2

11

cos sin cos sin ,
II II I

II I I II
I I II

A
A

ρ Δ
δ = γ ζ γ ζ + γ ζ γ ζ

ρ Δ
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1 1 3 2 1 2 3 2 2 1 3 2 2 2 3 2
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cos , cos , sin , sin ,
II II I

I II II II I II II II
I I II
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A

ρ Δ
= γ ζ = γ ζ = γ ζ = γ ζ

ρ Δ
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II II I

I II II II I II II II
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AB m B m B m B m
A

ρ Δ
= γ ζ = γ ζ = γ ζ = γ ζ

ρ Δ
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( )

( )
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( )

55 23 3 1 55 23 3 1
1 2 2 22 2
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113
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)

I

I III II A∗

Δ
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1 1sin cos ,
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a
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(1) (1) (1)
1 3 2 3 3 3 4 3sin cos , sin cos , 0.k k k k k k k k k k kU B B V B B Wτ τ τ= γ ζ + γ ζ = γ ζ + γ ζ =  

В результате получим 
(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)

1 1 2 1 3 2 4 2
(1) (1) (1) (1)

5 3 6 3
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W C C W

τ τ

τ

= γ ζ+ γ ζ+ = γ ζ+ γ ζ+

= γ ζ + γ ζ +
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55

(1) (1) (1) (1)
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44

(1) (1) (1) (1)11
33 5 3 6 3 33

(1)
(1) 23
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k
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k

k
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k
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k k k k k k

k

k k
k

k

C C f
a

C C f
a

A C C f

A W

∗

∗

∗

ρ
σ = Ω γ ζ − γ ζ + ξ η ζ

ρ
σ = Ω γ ζ − γ ζ + ξ η ζ

ρ
σ = Ω γ ζ − γ ζ + ξ η ζ

Δ
∂

σ = −
Δ

(1)
(1) (1)13

22 12, , 0.
k k

k k
k

A W∂
σ = − σ =

∂ζ Δ ∂ζ

 (3.8) 

Окончательным решением будет 

( )(1) (1) (0) (1)

1 (0) (1) 1 (0) (1)
11 11 22 22

1 (0) (1) (1) (1)
33 33 13 23

exp( ), exp( ), exp( ),

( ) exp( ), ( ) exp( ),

( ) exp( ), exp( ), exp(

k k k k k k k

k k k k k k
xx yy

k k k k k k k
zz xz yz

u hU i t v hV i t w l W W i t

i t i t

i t i t

− −

−

= Ω = Ω = +ε Ω

σ = ε σ +σ Ω σ = ε σ +σ Ω

σ = ε σ +σ Ω σ =σ Ω σ =σ ),

0, , .k
xy

i t

k I II

Ω

σ = =

 (3.9) 

Найденное выше решение внутренней задачи, как правило, не будет удовлетворять 
граничным условиям на боковой поверхности пластинки. Для удовлетворения этим 
условиям необходимо построить решения для пограничного слоя. Это решение 
строится и сопрягается с решением внутренней задачи, описанным в [1,17] способом. 
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