
 58 

ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ  
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ 

 

Մեխանիկա 64, №1, 2011 Механика 
УДК 539.3 

ОБЩИЕ МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ МИКРОПОЛЯРНЫХ 
УПРУГИХ ТОНКИХ ПЛАСТИН ∗) 

САРКИСЯН С.О. 

Ключевые слова: микрополярный, упругий, пластинка, тонкая, модели 
Key words:  micropolar, elastic, plate, thin, models 

 
Սարգսյան Ս.Հ. 

Միկրոպոլյար առաձգական բարակ սալերի մաթեմատիկական մոդելները 
  
 Աշխատանքում ձևակերպվում են ընդունելություններ (վարկածներ), որոնք ունեն 
ասիմպտոտիկ հիմնավորում, և նրանց հիման վրա, կախված ֆիզիկական անչափ պարամետրերի 
ընդունած արժեքներից, կառուցված են միկրոպոլյար առաձգական բարակ սալերի ընդհանուր 
կիրառական-երկչափ` ազատ պտույտներով, կաշկանդված պտույտներով և «փոքր սահքային 
կոշտության» մոդելները: Միկրոպոլյար առաձգական բարակ սալերի այս կառուցված ընդհանուր 
տեսություններում լիարժեքորեն հաշվի են առնված ընդլայնական սահքային և նմանատիպ 
ծագումով մյուս բոլոր դեֆորմացիաները: 
 

Sargsyan S.H. 
General Mathematical Models of Micropolar Thin Elastic Plates 

 
In the present paper there are first formulated assumptions (hypotheses) which have asymptotical 
confirmation and afterwards, based on the hypotheses, depending on the values of sizeless physical constants, 
there are constructed the general applied two-dimensional models of micropolar thin elastic plates with 
independent rotation; constaint rotation and with “small shift rigidity”. In all these models the transverse shift 
and other related deformations are completely taken into account. 

 
В данной работе формулируются предположения (гипотезы), имеющие  асимптотическое 

подтверждение, и на их основе, в зависимости от значений  физических безразмерных параметров 
построены общие прикладные-двумерные модели микрополярных упругих тонких пластин со свободным 
вращением, со стесненным вращением, «с малой сдвиговой жесткостью». В построенных  общих теориях 
микрополярных упругих тонких пластин полностью учитываются поперечные сдвиговые и родственные 
им деформации. 

                                                                                                                                 
Введение.  В связи с задачами микро- и нанотехнологии актуально построение 
моделей микрополярных упругих тонких оболочек, пластин и балок. Современный 
обзор исследований в этой области приведены в работах [1,2]. 

Основная проблема общей теории микрополярных упругих тонких оболочек, 
пластин (балок) заключается в приближенном, но адекватном сведении трехмерной 
задачи микрополярной теории упругости к некоторой двумерной (одномерной) 
краевой задаче. Для достижения этой цели уместно использование качественной 
стороны результата асимптотического метода интегрирования граничной задачи 
микрополярной теории упругости в тонких  областях [3-7]. 

В данной работе, применяя результат асимптотического анализа краевой 
задачи трехмерной микрополярной теории упругости в тонкой области пластинки [3], 
формулируются предположения (гипотезы) и на их основе, в зависимости от 
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значений физических безразмерных параметров, построены общие прикладные-
двумерные теории микрополярных упругих тонких пластин с независимыми полями  
перемещений и вращений; со стесненным вращением; “с малой сдвиговой 
жесткостью”, при которых полностью учитываются поперечные сдвиговые и 
родственные им деформации.  

Постановка задачи 
Рассмотрим изотропную пластинку постоянной толщины h2  как трехмерное 

упругое микрополярное тело. Будем исходить из основных уравнений (в декартовых 
координатах) пространственной статической задачи линейной микрополярной теории 
упругости с независимыми полями перемещений и вращений [8-10]: 

уравнения равновесия 

, 0mn nσ =  ,           , 0mn n nmk mkyμ + σ =                                                                         (1) 
физические соотношения 

( ) ( )
( ) ( )

 ,

, 
mn mn nm kk nm

mn mn nm kk nm

σ = μ +α ⋅ γ + μ −α ⋅ γ + λ ⋅ γ ⋅δ

μ = γ + ε ⋅χ + γ − ε ⋅χ +β⋅χ ⋅δ
                                                  (2) 

геометрические соотношения 

,nm m n knm kV yγ = − ⋅ω ,         ,nm m nχ = ω  .                                                                   (3) 

Здесь nmnm μσ , – компоненты несимметричных тензоров силового и 

моментного напряжений; nmγ , nmχ – компоненты несимметричных тензоров 

деформаций и изгиба-кручений; nV , nω – компоненты векторов перемещения и 

независимого поворота; hxh ≤≤− 3 ; 
( )( )

,
1 1 2

Eν
λ =

+ ν − ν
 

( )2 1
E

μ =
+ ν

, 

, , ,α β γ ε −  упругие постоянные микрополярного материала; индекс  n  после 

запятой   означает дифференцирование по координате nx ; knmy – тензор Леви-

Чивиты; nmδ – символы Кронекера; индексы  kmn ,,  принимают  значения 1,2,3. 
Следует констатировать, что основной физической постоянной, 

придерживающей уравнения (1)-(3) на уровне микрополярной теории упругости, 
является физическая постоянная α  (при 0α =   из этой системы будут отделяться 
уравнения классической теории упругости). 
  Рассмотрим задачу изгиба микрополярных пластин (т.е. антисимметричную 
по 3x  задачу). 

Для граничных условий на лицевых плоскостях пластинки hx ±=3  будем 
считать заданными силовые и моментные напряжения:  

3 33 3 3 33 32  ,   2  ,    2 ,   2    ( 1, 2)i i i ip p m m iσ = σ = ± μ = ± μ = =              (4) 

Граничные условия на боковой поверхности пластинки ∑ , в зависимости от 
способа приложения внешней нагрузки или закрепления ее точек, записываются в 
силовых и моментных напряжениях, перемещениях и поворотах или в смешанном 
виде.  

Предположим, что толщина пластинки h2  мала по сравнению с длиной волны 
деформации a  в плане. Будем исходить из следующей основной концепции: в 
статическом случае общее напряженно-деформированное состояние (НДС) тонкой 
пластинки состоит из внутреннего НДС, охватывающего всю область трехмерной 
пластинки и пограничных слоев, локализирующихся вблизи боковой поверхности 
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∑ . Построение общей двумерной модели микрополярных упругих тонких пластин 
тесно связано с построением внутренней задачи. Считая, что метод гипотез, наряду с 
чрезвычайной наглядностью, очень быстро и относительно просто для инженерной 
практики приводит к окончательным результатам,  построим модель микрополярной 
упругой пластинки на основе метода гипотез. Сами гипотезы  сформулируем на 
основе результата асимптотического анализа поставленной трехмерной краевой 
задачи в тонкой пространственной области пластинки [3]. 

При определении внутреннего НДС (так и краевого НДС) большую роль 
играют значения физических констант материала пластинки, с этой точки зрения 
вводим следующие безразмерные физические параметры: 

2 2 2

,      ,      ,      а а аμ μ μ μ
α β γ ε

                                                                                      (5) 

(уже отмеченный геометрический размер a  здесь играет роль масштабного 
фактора). 

 
Модель микрополярных упругих тонких пластин с независимыми полями 

перемещений и вращений 
 

Рассмотрим случай, когда безразмерные физические параметры пластинки (5) 
принимают значения: 

~ 1μ
α

 (т.е. ~α μ )    
2 2 2

~ 1,        ~ 1,         ~ 1а а аμ μ μ
β γ ε

.                                   (6) 

 Качественные результаты [3] исходного приближения асимптотического 
метода интегрирования поставленной краевой задачи для систем уравнений (1)-(3) 
позволяют в основу построения прикладной-двумерной модели микрополярных 
упругих тонких пластин с независимыми полями перемещений и вращений 
формулировать следующие достаточно общие предположения (гипотезы): 

а) нормальный элемент, первоначально перпендикулярный к срединной 
плоскости пластинки, остается после деформации прямолинейным, но уже не 
перпендикулярным к деформированной срединной плоскости, свободно вращается 
под некоторым углом, не изменяя при этом своей длины; вследствие этого имеем 
линейный закон изменения перемещений и свободных вращений: 

( ) ( )3 1 2 3 1 2, ,           , ,  i iV x x x V w x x= ψ =  

( ) ( )1 2 3 3 1 2, ,        ,i i x x x x xω =Ω ω = ι ( ),2,1=i                                                  (7) 

где iψ – полные углы поворота, а iΩ – некоторые свободные повороты 

первоначально нормального элемента вокруг осей ix ; w – перемещение точек 

срединной плоскости в направлении 3x ; ι– интенсивность свободного поворота 3ω  

вдоль оси 3x . 
Кинематические гипотезы (7) относительно перемещений, это по сути дела, 

представляют собой известные гипотезы Тимошенко в классической теории упругих 
пластин [11]. Кинематические гипотезы (7) в целом можем трактовать как 
обобщенные гипотезы Тимошенко в микрополярной теории пластин; 

б) силовым напряжением 33σ  в обобщенном законе Гука (2) можем пренебречь 

относительно силовых напряжений iiσ ; 
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в) для определения деформаций, изгиба-кручений, силовых и моментных 
напряжений, для силового напряжения 3iσ   и моментного напряжения 33μ  сначала 
примем 

( ) ( )
0 0

3 333 1 2 33 1 2, ,           ,ii x x x xσ = σ μ = μ    ( ),2,1=i                                              (8) 

после определения указанных величин, окончательно, значения 3iσ  и 33μ  определим 
соответственно, как сумму значения (8) и результата интегрирования либо первых 
двух уравнений из (1), либо шестого из (1) уравнения равновесия, для которых 
потребуем условия, чтобы усредненные по толщине пластинки величины были равны 
нулю. 

Отметим, что силовая часть перечисленных гипотез (имеем в виду гипотезу в)) 
отличается от соответствующей гипотезы теории Тимошенко в классическом случае 
[11]. Забегая вперед, отметим, что двумерная теория, построенная на основе гипотез 
а)- в) (так и ее классический аналог), будет асимптотически точной теорией. 

Основная система уравнений общей теории изгибной деформации 
микрополярных упругих тонких пластин с независимыми полями перемещений и 
вращений, построенных с помощью перечисленных гипотез а)-в), будет выражаться 
так: 

уравнения равновесия 

,~           ,~
33

2

23

1

13
i

j

ji

i

ii
i ph

x
M

x
MNp

x
N

x
N

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂

∂
+

∂
∂

−−=
∂
∂

+
∂
∂

                                   (9) 

( ) ( )

( )

3 3

13 23
33 12 21 3

1 2

1 ,  jjiii
j j i

i j

LL N N m
x x

L M M hm
x x

∂∂
+ + − − = −

∂ ∂

⎡ ⎤∂Λ ∂Λ
− + + − =⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

                                                           (10) 

физические соотношения 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

3 3 3 3 3 3

3 3

2

2 2 ,       2 2 ,

2 2,        ,
33 1

i i i i i i

ii ii jj ij ij ji

N h h N h h

Eh hM K vK M K K
v

= μ +α Γ + μ −α Γ = μ +α Γ + μ −α Γ

⎡ ⎤= + = μ +α + μ −α⎣ ⎦−

    (11) 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

33

3

3 3 33 11 22

4 22 ,  2 ,
2 2 2

2 4 ,       2 2 2
3 2

ii ii jj ij ij ji

i
i i

L h L L h

mh l L h h
h

γ β + γ⎡ ⎤βγ β ⎡ ⎤= κ + κ + = γ + ε κ + γ − ε κ⎢ ⎥ ⎣ ⎦β + γ β+ γ β+ γ⎣ ⎦
⎡ ⎤γε γ − ε

Λ = + = β+ γ ι + β κ + κ⎢ ⎥γ + ε γ + ε⎣ ⎦

(12) 

геометрические соотношения 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 21 2

3 3

,,
,       1 ,   

1 ,       1 ,

jji
ii ij

i i

j j
i i j i j

i

x xx x
K K

x x
w
x

∂ψ∂ψ
= = − − ι

∂ ∂
∂

Γ = ψ − − Ω Γ = + − Ω
∂

 (13) 
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3,     ,     ji
ii ij i

i i i

l
x x x

∂Ω∂Ω ∂ι
κ = κ = =

∂ ∂ ∂
  ( )jiji ≠= ,2,1, . (14) 

 Здесь 3113 , NN – усилия, ijii MM , – осредненные моменты от силовых 

напряжений, ijii LL ,  и 33L – осредненные моменты от моментных напряжений, 3iΛ –

гипермоменты от моментных напряжений i3μ : 

3 3 3,
h

i i
h

N dx
−

= σ∫      3 3 3,
h

i i
h

N dx
−

= σ∫       3 3,
h

ii ii
h

M x dx
−

= σ∫      3 3,
h

ij ij
h

M x dx
−

= σ∫   

3

h

ii ii
h

L dx
−

= μ∫ ,    33 33 3

h

h

L dx
−

= μ∫ ,       3

h

ij ij
h

L dx
−

= μ∫ ,       3 3 3

h

ii i
h

x dx
−

Λ = μ∫ , 

 

3 3,i iΓ Γ − сдвиговые деформации, , , ,ii ij ii ijK K k k − изменения кривизны и кручения 

от силовых и моментных напряжений соответственно, −3il изменения 
гиперкривизны срединной плоскости пластинки. 
 К системе уравнений (9)-(14) микрополярных упругих тонких пластин со 
свободным вращением присоединим “смягченные” граничные условия на граничном 
контуре Γ  срединной плоскости пластинки (например, при 1 constx = ): 

*
1111 MM =  или *

1111 KK = ;     *
1212 MM =  или *

1212 KK = , 
*
1313 NN =  или *ww = ;   

    (15) 

*
1111 LL =  или *

11 11κ = κ ; *
1212 LL =  или *

12 12κ = κ ;  *
13 13Λ =Λ  или *

13 13l l=  . (16) 
Система уравнений (9)-(14) и граничные условия (15), (16) будут представлять 

собой математическую модель микрополярных упругих тонких пластин с 
независимыми полями перемещений и вращений, при которой полностью 
учитывались поперечные сдвиговые и родственные им деформации. Это система   
12-ого порядка с 6-ю граничными условиями на каждом крае срединной плоскости 
пластинки. Она содержит 35 уравнений относительно 35 неизвестных функций: 

ijiiii MMNN ,,, 33 , 3 33 3, , , , ,ii ij i iL L LΛ Γ  3 3, , , , ,i ii ij ii ij iK K lΓ κ κ , , ,i iwψ Ω ι . 
Если на основе принципа Даламбера, в уравнениях равновесия (9), (10) будем  

соответственным образом включать силу инерции 
2

22 wh
t

⎛ ⎞∂
ρ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 и моменты инерции 

2 23 3 2

2 2 2

2 2, 2 ,
3 3

i ih hJh J
t t t

⎛ ⎞∂ ψ ∂ Ω ∂ ι
ρ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

, приходим к общим динамическим 

уравнениям микрополярных упругих тонких пластин со свободным вращением (к 
которым следует кроме граничных условий (15), (16) присоединить также 
соответствующие начальные условия). 

При 0α =  из уравнений (9)-(14) и граничных условий (15), (16)  отделятся 
классические уравнения и граничные условия теории упругих пластин на основе 
гипотез Тимошенко [11] (с некоторым отличием, связанным с статической гипотезой 
в)).  

Если в системе уравнений (9)-(14) пренебречь поперечными сдвигами, т.е. 
если считать  
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033 =Γ+Γ ii  или    i
i

w
x
∂

ψ = −
∂

,   (17) 

получим модель микрополярных упругих пластин со свободным  вращением, когда 
вместо обобщенных кинематических гипотез Тимошенко (7)  в основу примем  
обобщенную на микрополярный случай гипотезу Кирхгоффа (т.е. формулы (7) с 
учетом условий (17)). 

Основные уравнения этой модели микрополярных упругих тонких пластин со 
свободным вращением будут представлять собой уравнения равновесия (9), (10) и 
нижеследующие физические, геометрические соотношения и граничные условия: 

физические соотношения 
( )

( ) ( ) ( ) ( )

3 3 3 3

3 3

2

4 ,    

2 2,     ,
33 1

i i i i

ii ii jj ij ij ji

N N h

Eh hM K vK M K K
v

− = α Γ −Γ

⎡ ⎤= + = μ +α + μ −α⎣ ⎦−

 (18) 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

33

3

3 3 33 11 22

4 22 ,     2 ,
2 2 2

2 4 ,     2 2 2
3 2

ii ii jj ij ij ji

i
i i

L h L L h

mh l L h h
h

γ β+ γ⎡ ⎤βγ β ⎡ ⎤= κ + κ + = γ + ε κ + γ − ε κ⎢ ⎥ ⎣ ⎦β+ γ β+ γ β+ γ⎣ ⎦
⎡ ⎤γε γ − ε

Λ = + = β+ γ ι + β κ + κ⎢ ⎥γ + ε γ + ε⎣ ⎦

  (19) 

 
геометрические соотношения 

( ) ( )
2 2

3 3 22 1 ,      ,     1j j
i i j ii ij

i i i j

w w wK K
x x x x

⎡ ⎤∂ ∂ ∂
Γ −Γ = − + − Ω = − = − − − ι⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

  (20) 

3,         ,         ji
ii ij i

i i i

l
x x x

∂Ω∂Ω ∂ι
κ = κ = =

∂ ∂ ∂
  (21) 

 
граничные условия 

*
1111 MM =  или *

1111 KK = ,      *
13

2

12
13 N

x
MN =
∂
∂

+  или *ww =   (22) 

*
1111 LL =  или *

11 11κ = κ ,       *
1212 LL =  или *

12 12κ = κ ,   
*
1313 Λ=Λ  или *

1313 ll = . (23) 

При данной модели, если формально подставим 0α = , отделятся уравнения и 
граничные условия классической теории пластин на основе  гипотез Кирхгоффа. 

В этом же разделе отметим, что когда физические безразмерные параметры (5) 
имеют значения   

2 2 2

~ ,       1,         1,          1а а аα α α
α μ << << <<

β γ ε
, (24) 

то, как показывает асимптотический анализ поставленной трехмерной краевой задачи 
для систем уравнений (1)-(3) микрополярной теории упругости, в последних трех 
уравнениях равновесия из (1) можем пренебрегать разностями силовых напряжений 

3 3,i iσ −σ  12 21σ −σ  и, в результате, в двумерной теории  «моментная часть» задачи 
отделится от «силовой части» задачи, как самостоятельная граничная задача. 

Таким образом, если в основу принимать гипотезы а)-в), в случае (24), 
пренебрегая в уравнениях равновесия указанными разностями силовых напряжений, 
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получим модель микрополярных пластин «с малой сдвиговой жесткостью» (это 
название происходит из того, что физическая постоянная α – тоже модуль сдвига, 
как и классический модуль μ , а в условиях (24), при данном a  α – малая величина). 

В случае принятия обобщенных кинематических гипотез Тимошенко, модель 
микрополярных пластин «с малой сдвиговой жесткостью»  определится следующим 
образом: «моментная часть» задачи – это уравнения равновесия (10), в которых 
необходимо пренебрегать следующими разностями: 211233 , MMNN jj −− ; 
физическими соотношениями (12), геометрическими  соотношениями (14) и 
граничными условиями (16); «силовая часть» задачи – это уравнения равновесия (9), 
физические соотношения (11), геометрические соотношения (13) и граничные 
условия (15). 

А в случае принятия в основу  обобщенные кинематические гипотезы 
Кирхгоффа, для этой модели микрополярных пластин получим для «моментной 
части» опять отмеченную выше граничную задачу, а для «силовой части» задачи 
будем иметь те же уравнения равновесия, к которым следует присоединить 
физические соотношения (18), геометрические соотношения (20) и граничные 
условия (22). 

Модель микрополярных пластин «с малой сдвиговой жесткостью» имеет 
следующую важную характеристику: если «моментная часть» имеет нулевое 
решение 0   ,0 ≡≡Ω ιj (это будеть иметь место, когда соответствующая граничная 
задача будет однородной), то «силовая часть» задачи не будет совпадать с 
соответствующей классической моделью пластин, так как в определяющих 
уравнениях этой теории (как с учетом поперечных сдвигов, так и без их учета) будут 
присутствовать члены с физической постоянной α .  
 

Модель микрополярных упругих тонких пластин со стесненным вращением 
 

Рассмотрим теперь случай, когда физические безразмерные параметры (5) имеют 
значения: 

2 2 2

,         ~ 1,         ~ 1,         ~ 1.а а аμ μ μ
α >> μ

β γ ε
  (25) 

Как показывает асимптотический анализ [3] поставленной трехмерной краевой 
задачи для систем уравнений (1)-(3), в случае (25) вектор поворота ω  в 

асимптотических приближениях выражается через вектор перемещения V  
формулой, идентичной соответствующей формуле классической теории упругости: 

1 rot
2

Vω = ,  (26) 

а это означает, что  изучаемый вопрос теперь находится в области микрополярной 
теории упругости со стесненным вращением [10,12], или иначе, псевдоконтинуума 
Коссера. 

Отметим, что трехмерная микрополярная теория упругости со стесненным 
вращением имеет некоторые особенности [12]: а) в этой теории для материала тела 
используются четыре упругих константы – ,λ μ (или ,E ν ) и ,γ ε (или [12] ,l η );     
б) на поверхности тела вместо шести граничных условий можно ставить только пять, 
а это в данном случае означает, что в граничных условиях на лицевых поверхностях 
пластинки (4) для моментного напряжения 33μ  невозможно ставить произвольные 
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граничные условия (т.к. легко показать, что в трехмерной модели со стесненным 
вращением 33μ  выражается через 11μ  и 22μ  ). 

Изучая асимптотические свойства краевой задачи для систем уравнений (1)-(3) 
[3], в случае (25), в основу построения прикладной-двумерной модели 
микрополярных упругих тонких пластин можем принимать следующие 
предположения (гипотезы) – это сформулированные в предыдушем пункте 
обобщенные кинематические гипотезы Тимошенко а), статические гипотезы б) и в) 
(последние на этот раз только для силовых напряжений  3iσ ), и д) условие 
стесненного вращения (векторная формула (26)). 

Основная система уравнений общей теории изгибной деформации  
микрополярных упругих тонких пластин со стесненным вращением, построенная с 
помощью перечисленных выше гипотез а)-д), с полным учетом поперечных 
сдвиговых и родственных им деформаций, можем представить так: 

уравнения равновесия 

( ) ( )

13 23
3 3

1 2

13 23
3 3 12 21

1 2

,        ,

1 ,         0

jiii
i i

i j

jjiii
j j i

i j

MN N Mp N hp
x x x x

LL N N m M M
x x x x

⎛ ⎞∂∂ ∂ ∂
+ = − − + =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∂∂ ∂Λ ∂Λ

+ + − − = − + + − =
∂ ∂ ∂ ∂

 (27) 

физические соотношения 

( ) ( ) ( )

[ ]

( ) ( )

3

3 3 3 3 2

3

12 21 12 21

3

3 3

24 ,      ,
3 1

4 ,       4 ,  
3

2 42 ,     
3 2

i i i i ii ii jj

ii ii

i
ij ij ji i i

EhN N h M K vK
v

hM M K K L h

mhL h l
h

+ = μ Γ +Γ = +
−

μ
+ = + = γ κ

⎛ ⎞γε γ − ε⎡ ⎤= γ + ε κ + γ − ε κ Λ = +⎜ ⎟⎣ ⎦ γ + ε γ + ε⎝ ⎠

 (28) 

геометрические соотношения 

3 3 ,         ,  i
i i i ii

i i

w K
x x

∂ψ∂
Γ +Γ = ψ + =

∂ ∂
2 1

12 21
1 2

,K K
x x

∂ψ ∂ψ
+ = +

∂ ∂
 

 ,i
ii

ix
∂Ω

κ =
∂

   ,  j
ij

ix
∂Ω

κ =
∂ 3 ,i

i

l
x
∂ι

=
∂

 

( ) 2 1

1 2

1 1 1 ,         .
2 2

j
i j

j

w
x x x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ψ ∂ψ∂
Ω = − − ψ − ι = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

 

      
(29) 

К системе уравнений (27)-(29) микрополярных пластин со стесненным 
вращением следует присоединить граничные условия на граничном контуре 
срединной плоскости пластинки (15), (16). 

Если в системе уравнений (27)-(29)  пренебречь поперечными сдвигами, т.е. 
будем считать выполненными условия (17), получим основные уравнения  
микрополярных упругих пластин со стесненным вращением, когда вместо 
обобщенных кинематических гипотез Тимошенко примем обобщенные гипотезы 
Кирхгоффа: 
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уравнения равновесия 
( ) ( )12 11 22 2113 23

3 13 2 1
1 2 1 2

,  ,
L M L МN N p N m hp

x x x x
∂ + ∂ +∂ ∂

+ = − + − = − −
∂ ∂ ∂ ∂

 

( ) ( )11 12 21 22
23 1 2

1 2

,
L М L M

N m hp
x x

∂ − ∂ −
+ + = − +

∂ ∂
 (30) 

2
1 2

12 21
1 23

m mhM M
x x

⎛ ⎞∂ ∂γ + ε
− = +⎜ ⎟γ − ε ∂ ∂⎝ ⎠

 

физическо-геометрические соотношения 

( ) ( )
3 2 2 3 2 2

11 222 2 2 22 2
1 2 2 1

2 2,   ,
3 1 3 1

Eh w w Eh w wM v M v
x x x xv v

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= − + = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

( ) ( ) ( ) ( )

3 2 2 2

12 21 11 22
1 2 1 2 1 2

2 2 2 2

12 212 2 2 2
1 2 2 1

4 2 ,     4 ,     4 ,
3

2 ,    2 ,

h w w wM M L h L h
x x x x x x

w w w wL h L h
x x x x

μ ∂ ∂ ∂
+ = − = γ = − γ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂
= − γ + ε + γ − ε = γ + ε − γ − ε⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  (31) 

к которым следует присоединить следующие граничные условия (при 1 constx = ): 

( ) ( )

( ) ( ) .

,

3
*
1

*
23

2

*
31112

2
13

3
*
2

*
131211

∫

∫

−

−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

∂
∂

+=−
∂
∂

+

+=+

h

h

h

h

dxmpx
x

pLM
x

N

dxmpxLM
      (32) 

Легко заметить, что систему уравнений (30), (31) можно привести к одному 
уравнению относительно прогиба ( )21, xxw : 

* 1 2 2 1
3

1 2 1 2

p p m mD w p h
x x x x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
ΔΔ = + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,    (33) 

где  

( ) ( )
3

*
2

22 ,        
3 1

EhD D h D
v

= + γ + ε =
−

.   (34) 

Уравнение (33) – это обобщенное на микрополярный случай уравнение изгиба 
пластин Софи Жермен-Лагранжа по классической теории упругости. Здесь 

*D представляет собой цилиндрическую жесткость микрополярной пластинки, 
когда имеет место стесненное вращение, D – классическая жесткость пластинки. 
 Отметим, что модель микрополярной упругой пластинки со стесненным 
вращением (30)-(32) ранее построена в работах [13,14]. Асимптотическим методом 
эта модель построена в работе [3]. 
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