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Սարգսյան Ս. Հ.  
Բարակ թաղանթների մագնիսաջերմաառաձգականության ընդհանուր տեսությունը 

 
Աշխատանքում ձևակերպվում են ընդունելություններ (վարկածներ), որոնք ունեն 

ասիմպտոտիկ հիմնավորում, և նրանց հիման վրա կառուցված է էլեկտրա- և ջերմահաղորդիչ ոչ 
ֆերոմագնիսական բարակ թաղանթների ընդհանուր ճշգրտված կիրառական-երկչափ տեսությունը, 
որի շրջանակներում լիովին հաշվի են առնված թաղանթում սահքային դեֆորմացիաները: 
 

Sargsyan S. H. 
The General Theory of Magnetothermoelasticity of Thin Shells 

 
The present paper provides asymptotically grounded hypotheses, on the basis of which the general specified 

applied-two-dimensional theory of magnetothermoelasticity of electro- and thermoconducting non-ferromagnetic 
thin shells is constructed. In case of this theory the shift deformations in the shell are completely taken into 
account. 

 
В данной работе формулируются предположения (гипотезы), имеющие асимптотическое 

подтверждение, и на их основе построена общая уточненная прикладная-двумерная теория 
магнитотермоупругости электро- и теплопроводящих неферромагнитных тонких оболочек, при которой 
полностью учитываются сдвиговые деформации в оболочке. 
 

Введение. В работах [1-3] на основе метода гипотез трехмерные уравнения 
магнитоупругости приведены к двумерной и изучены задачи колебания и 
устойчивости электропроводящих тонких пластин и оболочек, находящихся во внеш-
них магнитных полях. В работах [4,5], включая внешнюю задачу электродинамики, 
построена асимптотически точная общая двумерная теория магнитоупругости и 
магнитотермоупругости электропроводящих неферромагнитных тонких оболочек и 
пластин. Построенные теории магнитоупругости и магнитотермоупругости тонких 
оболочек и пластин работ [4,5] соответствуют теории упругих оболочек на основе 
гипотез Кирхгоффа-Лява. 

В данной работе рассматриваются трехмерные уравнения магнитотермоупру-
гости в области тонкой оболочки, сформулируются обоснованные гипотезы 
(имеющие асимптотическую природу) и на этой основе построена общая уточненная 
прикладная-двумерная теория магнитотермоупругости тонких оболочек, при 
которой, в отличие от работ [4,5], полностью учитываются сдвиговые деформации на 
уровне уточненной теории упругих тонких оболочек Тимошенко-Рейсснера. 

                                                 
*) Работа доложена на 8th International Congress on Thermal Stresses. June 1-4, 2009. 
University of Illinois at Urbana-Champaign, Illinois, USA. 
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Уравнения и начально-граничные условия трехмерной 
 магнитотермоупругости 

Рассмотрим оболочку постоянной толщины 2h  как трехмерное упругое электро- 
и теплопроводящее неферромагнитное изотропное тело и отнесем его к 
триортогональной неподвижной системе координат [4,6]. 

Пусть оболочка находится во внешнем магнитном поле с заданным вектором 
напряженности 0B . 

Будем исходить из основных уравнений линеаризованной теории 
магнитотермоупругости для трехмерной среды, записанных в выбранной системе 
координат [7-9]: 

– уравнения механики упругого деформируемого тела с учетом массовых сил 
электромагнитного происхождения и температурного воздействия (которые имеют 
место в области оболочки): 

– уравнения движения: 
2
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F – плотность массовых сил электромагнитного происхождения, 
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−j вектор плотности возбужденного электрического тока проводимости в области 
оболочки; 

– соотношения, выражающие связь компонентов деформации с перемещениями 
и соотношения обобщенного закона Гука с учетом температурного воздействия: 
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– уравнения квазистационарной электродинамики, которые имеют место в 
области оболочки 

4 1rot ,      rot

div 4 ,    div 0e

hh j E
c c t
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⎧ π ∂
= = −⎪
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⎪ = πρ =⎩

 (5) 

– уравнения квазистационарной электродинамики в окружающем оболочку 
воздушном пространстве, которое представляет собой всё трёхмерное пространство 
за исключением трёхмерной области занимаемой оболочкой (с большой точностью 
эти уравнения отождествляем с уравнениями квазистационарной электродинамики 
для вакуума): 

( ) ( )
( )

( ) ( )

1rot 0,      rot

div 0,     div 0

e
e e

e e

hh E
c t

E h

⎧ ∂⎪ = = −
∂⎨

⎪
= =⎩

 (6) 
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– уравнение температурного поля, которое имеет место в области оболочки (для 
простоты пренебрегаем термоэлектрическими эффектами и не учитываем 
термоупругое рассеяние энергии) [10-12]: 

02 1
1 2

1 2 1 1 1 2 2 2 3 3

1 1 WH H H H
H H H H a t

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂θ ∂ ∂θ ∂ ∂θ ∂θ
+ + − = −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂α ∂α ∂α ∂α ∂α ∂α ∂ λ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 (7) 

Здесь 1 2 3, ,σ σ σ  – векторы упругих напряжений, соответственно, на площадках, 

нормали которых проходят вдоль координатных линий 1,α 2 ,α 3α ; U − вектор 

перемещения точек оболочки; θ−функция температуры; ,h E  и 
( ) ( )

,
e e
h E  – 

соответственно,  векторы напряженности возбужденного магнитного и 
электрического полей в области оболочки и в окружающем пространстве; 

,E v − модуль упругости и коэффициент Пуассона, tα − коэффициент линейного 

температурного расширения, a − коэффициент температуропроводимости, λ –
коэффициент теплопроводности, σ− электропроводимость, ρ− плотность 

материала оболочки, ( )0 1 2 3, , ,W tα α α – плотность источников тепла. 
К системе уравнений (1)-(7) трехмерной магнитотермоупругости, определяющей 

поведение движущейся упругой, электро- и теплопроводящей оболочки в заданном 
магнитном поле, должны быть присоединены механические, электродинамические и 
температурные граничные и начальные условия: 

механические граничные условия на лицевых поверхностях оболочки 3 hα = ±  
имеют вид 

( )
33       1, 2,3k h kq k±

α =±σ = ± =  (8) 

на поверхности края оболочки ( )Σ  могут иметь место граничные условия первого 
варианта граничных условий трехмерной теории упругости: 

( )      , 1,2,3j ij in q i jσ = =  (9) 

где n – вектор нормали к поверхности ( )Σ ; могут быть заданы также условия 
жесткого защемления точек поверхности Σ  или трехмерные граничные условия 
теории упругости, которые эквивалентны условиям шарнирного опирания; 

начальные условия для механической части задачи выражаются так: 

( )
0 0

0 0,                       1, 2,3i
i ii t t

UU U V i
t= =

∂
= = =

∂
 (10) 

электродинамические граничные условия по всей поверхности 

3 3,    h hα = + α = −  и Σ  трехмерной области оболочки выражаются следующим 
образом: 
[ ] [ ]
[ ] [ ] ( )

0,          0

ˆ0,        4     , , 1,2,3
i i ijk j k

ijk k i i e

n h n h

E n E i j k
− −

− −

= ε =

ε = = πρ =
 (11) 

где при 3    ;h n n+α = =  при 3    h n n−α = − = ( n± – нормальные векторы к 

лицевым поверхностям оболочки 3 hα = ± ), а на поверхности края оболочки Σ , 

вектор n  является нормальным вектором к этой поверхности; ijkε – компоненты 

тензора Леви-Чивиты; [ ]−⋅ означает скачок величины через поверхность области 
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трехмерной оболочки, контактирующей с воздушным пространством; ˆ eρ –
поверхностная плотность электрического заряда; 

начальные условия возбужденного электромагнитного поля 
( ) ( )0 0 0либо0          0;      0     1, 2,3e

i t i t i th j h i= = == = = =  (12) 
Так как окружающую оболочку область занимает все трехмерное пространство 

за исключением области трехмерной оболочки, векторы электромагнитного поля (6) 
должны подчиняться следующим условиям на бесконечности: 

( ) ( )1 10 ,   0e eE h
r r

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

    при    ,   0r t→∞ ≤ < ∞  (13) 

Для определенности допустим, что для температурного поля оболочки, на 
лицевых поверхностях оболочки 3 hα = ±  заданы граничные условия теплообмена 
между оболочкой и окружающей средой (с воздушным пространством), а на боковой 
поверхности Σ  задана температура [10-12]: 
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∂θ
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e
Σθ = θ  на поверхности края оболочки Σ . (15) 

Здесь ,+ −μ μ – относительные коэффициенты теплообмена через поверхности 

3 hα = ± ;  ,e e
+ −θ θ  и e

Σθ  – значения температуры среды, омывающей, соответственно, 

лицевые поверхности 3 hα = ±  и поверхность края Σ  оболочки. В нашем случае 

можем считать, что + −μ = μ = μ . 
Начальное условие для температурного поля оболочки имеет вид: 

( )0 0 1 2 3, ,t=θ = θ α α α . (16) 
 

Гипотезы магнитотермоупругости тонких оболочек 
Основной предпосылкой для построения общей двумерной теории 

магнитотермоупругости упругих электро- и теплопроводящих тонких оболочек 
являются гипотезы магнитотермоупругости тонких тел. Эти гипотезы вытекают из 
асимптотической природы [4,5] интегрирования начально-граничной задачи 
магнитотермоупругости (1)-(16), когда трехмерная область оболочки тонкая. Наша 
цель – использовать качественные стороны асимптотического решения начально-
граничной задачи магнитотермоупругости (1)-(16), в случае тонкой области 
оболочки, обобщать гипотезы магнитотермоупругости, сформулированные в работах 
[4,5], таким образом, чтобы в отличие от работ [4,5], полностью учесть сдвиговые 
деформации в оболочке и построить общую уточненную прикладную-двумерную 
теорию магнитотермоупругости тонких оболочек. 

Эти гипотезы (предположения) формулируются следующим образом: 
а) нормальное к срединной поверхности оболочки перемещение 3U  не зависит от 

координаты 3α ; 

б) нормальным напряжением 33σ  по сравнению с напряжениями 11 22,σ σ  в 
уравнениях обобщенного закона Гука можем пренебрегать; 
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в) везде ниже будем предполагать, что h R<< , где R – характерный радиус 
кривизны срединной поверхности оболочки, т.е. величиной /h R  будем 
пренебрегать относительно единицы; 
г) температурное поле по толщине трехмерной оболочки меняется по линейному 
закону; 
д) тангенциальные компоненты вектора напряженности возбужденного 
электрического поля и нормальная компонента вектора напряженности 
возбужденного магнитного поля по толщине трехмерной оболочки остаются 
неизменными; 
е) нормальной компонентой 3j  электрического тока проводимости в трехмерной 
тонкой области оболочки можем пренебрегать; 
ж) сначала для определения тангенциальных перемещений 1 2,U U , напряжений 

11 22 12 33, , ,σ σ σ σ  и электродинамических величин в области оболочки, примем, что 

касательные напряжения 13 23,σ σ  не зависят от координаты 3α . После определения 

указанных величин напряжения 13 23,σ σ  окончательно определим, прибавляя к 
принятым значениям слагаемые, получаемые, соответственно, из первого и второго 
скалярных уравнений движения из векторного уравнения (1) интегрированием по 
независимой переменной 3α , потребовав, чтобы усредненные по толщине оболочки 
величины были равны нулю; 
з) для определения электромагнитного поля в окружающем оболочку пространстве, 
трехмерную область, занимаемую тонкой оболочкой, можем представлять как 
математический разрез по срединной поверхности оболочки, по которой будут течь 
поверхностные токи электропроводимости, представляющие собой усредненные 
токи по толщине оболочки. 

Отметим, что предположение д) совместно с гипотезами Кирхгоффа-Лява 
(гипотезы магнитоупругости) впервые были сформулированы в работе [1]; 
предположение г) принято и использовано в работах [10-13]; предположение з) 
предложено в работах [14,15], канонические граничные условия для 
электродинамических величин на этой основе получены для идеально проводящих 
конечных оболочек в работе [15], а для конечно-проводящих оболочек – в работе [4] 
(см. далее формулы (63)). 

 
Общая уточненная прикладная-двумерная теория магнитотермоупругости 

тонких оболочек 
На основании предположения а), нормальное к срединной поверхности оболочки 

перемещение 3U  не зависит от координаты 3α , т.е. 

( )3 1 2, ,U w t= α α  (17) 

где ( )1 2, ,w tα α – нормальное перемещение точек срединной поверхности 
оболочки. 

Принимая во внимание предположение ж), сначала для напряжений 13 23,σ σ  
примем 

( ) ( )
0 0

13 2313 1 2 23 1 2, , ,       , ,t tσ = σ α α σ = σ α α  (18) 

Рассмотрим из системы (4) уравнения относительно деформаций 13e  и  23e . 
Учитывая формулы (17), (18) и предположения в), ж), находим 
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( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 3 1 1 2 2 2 1 2 3 2 1 2, , , , ,    , , , ,U u t t U u t t= α α +α ψ α α = α α +α ψ α α  (19) 
где 

 
( ) ( )0 0

1 2
13 231 2

1 1 1 2 2 2

2 1 2 11 1,    u uw w
E A R E A R
+ ν + ν∂ ∂

ψ = σ − + ψ = σ − +
∂α ∂α

 (20) 

Отметим, что 1 2, ,u u w– компоненты вектора перемещения точек срединной 
поверхности оболочки: 

3 0 1 1 2 2U u e u e wnα = = + +  (21) 

Здесь, 1 2,e e – орты координатных линий 1 2,α α  при 3 0α = ,  n –нормальный 

вектор к срединной поверхности оболочки 3 0α = ; 1 2,ψ ψ – углы поворота 
первоначально прямолинейного нормального к срединной поверхности оболочки 
элемента вокруг ортов 1 2,e e  координатных линий 1 2,α α   при 3 0α = . 

Таким образом, формулы (17),(19) представляют собой закон изменения 
перемещений по толщине оболочки, который соответствует кинематической 
гипотезе теории оболочек Тимошенко-Рейсснера [13,14]. Из формул (17),(19) 
следует, что прямолинейный  перпендикулярный к срединной поверхности 
элемент после деформации не остаётся перпендикулярным к ней, а 
поворачивается на некоторый угол, не искривляясь и не изменяя своей длины. 

Углы поворота 1ψ  и 2ψ  представим в виде 

13 1 1 23 2 2,      γ = ψ −θ γ = ψ −θ  (22) 

где  1 2
1 2

1 1 1 2 2 2

1 1,    u uw w
A R A R

∂ ∂
θ = − + θ = − +

∂α ∂α
 (23) 

здесь 13 23,γ γ – углы поворота указанного прямолинейного элемента относительно 
нормали к срединной поверхности (углы поперечных сдвигов). 

Для углов поперечного сдвига 13γ  и 23γ  из выражений (20) получим 

( ) ( )0 0

13 2313 23

2 1 2 1
,    

E E
+ ν + ν

γ = σ γ = σ  (24) 

Подставляя значения перемещений (17),(19) в формулы (4), с учетом 
предположения в), для тангенциальных деформаций 11 22 12, ,e e e  находим 

11 11 3 11 22 22 3 22 12 3,      ,      e e e= ε +α χ = ε +α χ = ω+α τ  (25) 
где 

1 1 2 2
11 2 22 1

1 1 1 2 2 1 2 2 1 2 1 2

1 2 2 1
2 1

2 2 1 2 1 1 1 1 2 2

1 1 1 1,       

1 1 1 1

u A u Aw wu u
A A A R A A A R
u A u A

u u
A A A A A A

∂ ∂ ∂ ∂
ε = + + ε = + +

∂α ∂α ∂α ∂α
∂ ∂ ∂ ∂

ω = − + −
∂α ∂α ∂α ∂α

 

1 1 2 2
11 2 22 1

1 1 1 2 2 2 2 1 2 1

1 1 1 1,            
A A

A A A A A A
∂ψ ∂ ∂ψ ∂

χ = + ψ χ = + ψ
∂α ∂α ∂α ∂α

 

1 2 2 1
2 1

2 2 1 2 1 1 1 1 2 2

1 1 1 1A A
A A A A A A

∂ψ ∂ ∂ψ ∂
τ = − ψ + − ψ

∂α ∂α ∂α ∂α
 (26) 
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Здесь 11 22, ,ε ε ω–компоненты тензора тангенциальной деформации, а величины 

11 22, ,χ χ τ  – компоненты тензора изгибной деформации и скручивания срединной 
поверхности оболочки. 

Принимая предположения г), для функции температуры θ  можем написать 

( ) ( )3
1 1 2 2 1 2, , , ,t t

h
α

θ = ν α α + ν α α  (27) 

где ( )1
1
2

+ −ν = θ + θ – средняя температура нормального элемента оболочки, 

( )2
1
2

+ −ν = θ −θ – нормальный перепад температуры; ( )1 2, , t+θ α α  и 

( )1 2, , t−θ α α – температуры, соответственно, на лицевых поверхностях оболочки 

3 hα =  и 3 hα = − . 

Величины ( )1 1 2, , tν α α  и ( )2 1 2, , tν α α  представляют собой усредненные 
(интегральные) характеристики температурного поля в оболочке: 

1 3 2 3 32

1 3,    
2 2

h h

h h

d d
h h− −

ν = θ α ν = θα α∫ ∫  (28) 

Уравнения для определения 1ν  и 2ν  получим, усредняя по толщине трехмерной 
оболочки уравнение трехмерного температурного поля (7), которое можем записать в 
виде 

2

2
3 3

12
a t

∂ θ ∂θ ∂θ
Δθ+ + κ =

∂α ∂α ∂
 (29) 

Здесь  ( )1 2
1
2

κ = κ + κ  – средняя кривизна срединной поверхности оболочки; 

( )Δ ⋅ − двумерный оператор Лапласа: 

( ) ( ) ( )2 1

1 2 1 1 1 2 2 2

1 A A
A A A A

⎡ ⎤∂ ⋅ ∂ ⋅⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
Δ ⋅ = +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂α ∂α ∂α ∂α⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 (30) 

Если будем придерживаться предположения в), с учетом закона о распределении 
температуры по толщине оболочки (27), из уравнения трехмерного температурного 
поля (29) и граничных условий (14) приходим к следующей системе двумерных 
уравнений температурного поля относительно усредненных по толщине оболочки 
температурных функций ( )1 1 2, , tν α α  и ( )2 1 2, , tν α α  (в области срединной 
поверхности оболочки): 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
2 * 1

1 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2

2
2 * 2

2 1 2 2 1 1 2 2 1 2 1 2

1 , ,

13 1 3 3 , ,

hh t t W t
a t

hh t t W t
a t

∂ν
Δν −μ ν −μ ν − = − μ +μ − α α

∂ λ
∂ν

Δν − +μ ν − μ ν − = − μ +μ − α α
∂ λ

 (31) 

где  

( ) ( )*
2 2 1 2,      / 2,       / 2h h h+ − + −μ = μ − κ μ = μ + μ μ = μ − μ  
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( ) ( )1 2 1 0 3 2 0 3 3
3/ 2,    / 2,    ,    

h h

e e e e
h h

t t W W d W W d
h

+ − + −

− −

= θ + θ = θ − θ = α = α α∫ ∫  

В нашем случае (считая + −μ = μ = μ ) получим, что  *
2 1 20,  ,  h hμ = μ = μ μ = −κ . 

На граничном контуре Γ  срединной поверхности оболочки Ω  следует 
подставить (исходя из формулы (15)) следующие усредненные граничные условия: 

1 3 2 3 32

1 3,    
2 2

h h

h h

d d
h hΓ Σ Γ Σ

− −

ν = θ α ν = θ α α∫ ∫  (32) 

К этим граничным условиям необходимо присоединить также начальные 
условия (16)  при 0t = , которое после усреднения принимает вид: 

1 0 3 2 0 3 32

1 3,    
2 2

h h

h h

d d
h h− −

ν = θ α ν = θ α α∫ ∫    при  0t =  (33) 

Отметим, что система двумерных уравнений (31) температурного поля для 
усредненных характеристик (28) температурной функции, граничные условия (32) и 
начальные условия (33) получены в работах [10-12]. 

Теперь подставим значения тангенциальных деформаций 11 22 12, ,e e e  из (25),(26) 
в соответствующие формулы обобщенного закона Гука (4), с учетом предположения 
б) для напряжений 11 22 12, ,σ σ σ  получим: 

( ) ( ) ( )11 11 22 3 11 222 1
1 t
E

σ = ε + νε + α χ + νχ − + ν α θ⎡ ⎤⎣ ⎦− ν
 

( ) ( ) ( )22 22 11 3 22 112 1
1 t
E

σ = ε + νε + α χ + νχ − + ν α θ⎡ ⎤⎣ ⎦− ν
 (34) 

( ) [ ] ( )12 3 3         
2 1
E h hσ = ω+α τ − ≤ α ≤
+ ν

 

Введем вместо напряжений интегральные характеристики по толщине 
трехмерной оболочки – усилия и моменты, отнесённые к единице длины 
координатных линий и приложенные к срединной поверхности оболочки. Принимая 
предположение в), для усреднённых силовых и моментных характеристик будем 
иметь [17]: 

11 11 3 22 22 3 12 3

11 11 3 3 22 22 3 3 12 3 3

,    ,    

,    ,    

h h h

h h h

h h h

h h h

T d T d S d

M d M d H d

− − −

− − −

= σ α = σ α = σ α

= σ α α = σ α α = σ α α

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
 (35) 

13 13 3 23 23 3,      
h h

h h

Q d Q d
− −

= σ α = σ α∫ ∫  (36) 

Здесь, 11 22, ,T T S – тангенциальные усилия; 11 22, ,M M H – изгибающие и 

крутящий моменты; 13 23,Q Q – перерезывающие усилия. 

Используя для напряжений 11 22 12, ,σ σ σ  формулы (34) и формулу (27) для 

функций температуры, для усилий 11 22, ,T T S  и моментов 11 22, ,M M H  получим: 
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( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

11 11 22 1 22 22 11 12 2

3 2

11 11 22 22

3 2 3

22 22 11 22

2 2 2 2,     
1 1 1 1
2 2 2,          

2 1 3 13 1

2 2 2,     
3 1 2 13 1

t t

t

t

Eh Eh Eh EhT T

Eh Eh EhS M

Eh Eh EhM H

= ε + νε − α ν = ε + νε − α ν
− ν − ν −ν −ν

= ω = χ + νχ − α ν
+ ν −ν−ν

= χ + νχ − α ν = τ
− ν + ν− ν

 (37) 

Используя выражения (37) для усилий и моментов, для напряжений (34) получим 
следующие формулы: 

11 11 22 22
11 3 22 3 12 33 3 3

3 3 3,     ,     
2 2 2 2 2 2
T M T M S H
h h h h h h

σ = +α σ = +α σ = +α  (38) 

Обратимся теперь к уравнениям электродинамики (5) в области трехмерной 
оболочки. 

На основе предположений д) и е) можем написать: 
( ) ( ) ( )1 10 1 2 2 20 1 2 3 30 1 2 3, , ,     , , ,     , , ,     0E E t E E t h h t j= α α = α α = α α =  (39) 

Далее с учетом формул (3),(17),(19),(39), для тангенциальных компонент вектора 
плотности возбужденного электрического тока 1 2,j j  и нормального компонента 3E  
возбужденного в трехмерной оболочке электрического поля, получим 

2 1
1 10 3 03 2 20 3 03

1 1,     j j B j j B
c t c t
∂ψ ∂ψ

= +α σ = −α σ
∂ ∂

 (40) 

2 1 2 1
3 01 02 3 01 02

1 1 1 1u uE B B B B
c t c t c t c t
∂ ∂ ∂ψ ∂ψ⎛ ⎞= − +α −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 (41) 

где 

2 1
10 10 03 02 20 20 01 03

1 1 1 1,   u uw wj E B B j E B B
c t c t c t c t

⎡ ∂ ⎤ ⎡ ∂ ⎤∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= σ + − = σ + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 (42) 

Если рассматривать векторное уравнение 
1rot hE
c t
∂

= −
∂

 из системы уравнений 

электродинамики (5) в области трехмерной оболочки, то из первых двух скалярных 
уравнений, с учетом (39),(40) и предположения в), для тангенциальных компонент 
вектора возбужденного в оболочке магнитного поля после пренебрежения 

величинами 30

1 1

1 h
A
∂
∂α

 и 30

2 2

1 h
A

∂
∂α

,  как асимптотически малыми членами, получим: 

( )

( )

2 1
1 10 1 2 3 20 3 03

2 2
2 20 1 2 3 10 3 03

4 1 1, ,
2

4 1 1, ,
2

h h t j B
c c t

h h t j B
c c t

∂ψπ
= α α +α − α σ

∂
∂ψπ

= α α −α − α σ
∂

 (43) 

где 10h  и 20h –значения 1h  и 2h  на срединной поверхности оболочки ( )3 0α = ; для 

простоты здесь принято, что компоненты 0iB  заданного вектора 0B  не зависят от 
поперечной координаты 3α  (в некоторых частных случаях это означает, что 
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начальное магнитное поле однородно, т.е. 0iB –постоянные). 

Уравнение 4 dive Eπρ =  из системы уравнений электродинамики (5) в 
области оболочки, с учетом (39),(41) и предположения в), служит для определения 
объемной плотности электрического заряда eρ  в области оболочки. Третье скалярное 

уравнение из векторного уравнения 
1rot hE
c t
∂

= −
∂

, с учетом формул (39) и 

предположения в) (входящие в это скалярное уравнение величины не зависят от 
координаты 3α ), как убедимся ниже, будет идентичным с соответствующим 

уравнением ( )
( )1rot
e

e hE
c t
∂

= −
∂

 во внешней задаче электродинамики на разрезе по 

срединной поверхности оболочки ( )3 0α = . 

Определим напряжение 33σ . Для этого рассмотрим третье скалярное 
уравнение из векторного уравнения движения (1),  руководствуясь предположениями 
в) и ж). Интегрируя это уравнение относительно 3α , окончательно будем иметь: 

( )
0 0

0 0 013 23 2 1
33 13 2333 1 2 3

1 1 2 2 1 2 1 1 2 2

2
11 22

10 02 20 012
1 2

2
3 11 22 2 1

03 033
1 2

1 1 1 1, ,

1 1 1     
2

3       
2 2

A At
A A A A A A

T T w j B j B
h R R t c c

M M B B
h R R c t c t

⎡ ∂ ∂∂σ ∂σ⎢σ = σ α α −α + + σ + σ −
⎢ ∂α ∂α ∂α ∂α
⎣

⎤⎛ ⎞ ∂
− + −ρ + − +⎥⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞α ∂ψ ∂ψσ σ
+ + − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

(44) 

где 
0

33σ – значение 33σ  при 3 0α = . 

Обратимся теперь к полному определению напряжений 13σ  и 23σ . Для этого 
принимаем во внимание предположение ж). Рассмотрим первые два скалярных 
уравнения движения из векторного уравнения (1). С учетом предположения в) и е), 
формул (17),(19),(40), из этих уравнений интегрированием по 3α  будем иметь: 

( ) ( )
0

3 11 2 1
1313 1 2 11 22

1 1 2 2 1 2 1 1 2 2

1 1 1 1, , 2
2

T A ASt T T S
h A A A A A A
⎡α ∂ ∂ ∂∂′σ = σ α α − + + − + +⎢ ∂α ∂α ∂α ∂α⎣

 

( )
0

22
13 1 2 31 11

20 032 3
1 1 1 2 2

2 , , 1 3 1 12 2
22

h t u M Hh hj B
R c A At h

⎤σ α α ⎡α∂ ∂ ∂⎥+ − ρ + − + −⎢⎥ ∂α ∂α∂ ⎣⎦

 

( )
23 3

2 1 1 1
11 22 032

1 2 1 1 2 2

1 1 2 2 12
3 3

A A h hM M H B
A A A A c tt

⎤∂ ∂ ∂ ψ ∂ψ
− − + − ρ − σ ⎥∂α ∂α ∂∂ ⎦

 

( ) ( )
0

3 22 1 2
2323 1 2 22 11

2 2 1 1 1 2 2 1 2 1

1 1 1 1, , 2
2

T A ASt T T S
h A A A A A A
⎡α ∂ ∂ ∂∂′σ = σ α α − + + − + +⎢ ∂α ∂α ∂α ∂α⎣
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( )
0

22
23 1 2 32 22

10 032 3
2 2 2 1 1

2 , , 1 3 1 12 2
22

h t u M Hh hj B
R c A At h

⎤σ α α ⎡α∂ ∂ ∂⎥+ − ρ − − + +⎢⎥ ∂α ∂α∂ ⎣⎦

 

( )
23 3

1 2 2 2
22 11 032

1 2 2 1 2 1

1 1 2 2 12
3 3

A A h hM M H B
A A A A c tt

⎤∂ ∂ ∂ ψ ∂ψ
+ − + − ρ − σ ⎥∂α ∂α ∂∂ ⎦

(45) 

По идее предположения ж), от величин (45) потребуем следующие условия: 

13 3 23 30,    0
h h

h h

d d
− −

σ α = σ α =∫ ∫  (46) 

При подчинении (45)  условиям (46) определим величины ( )
0

13 1 2, , t′σ α α  и  

( )
0

23 1 2, , t′σ α α . После определения этих величин подставляем их снова в формулы 

(45), в результате, окончательно будут известны величины 13σ  и 23σ . Касательные 

напряжения 13σ  и 23σ  по предположению ж) полностью определим как 
соответствующие суммы (18) и (45). Таким образом, получим 

( ) ( )

( )

( )

0
3 11 2 1

1313 1 2 11 22
1 1 2 2 1 2 1 1 2 2

0
22

13 1 2 31 11
20 032 2

1 1 1 2 2

23
2 1

11 22
1 2 1 1 2 2

1 1 1 1, , 2
2

2 , , 31 1 1 12 2 1
4

1 1 22
3

T A ASt T T S
h A A A A A A

h t u M Hh hj B
R c h A At h

A A hM M H
A A A A

⎡α ∂ ∂ ∂∂
σ = σ α α − + + − + +⎢ ∂α ∂α ∂α ∂α⎣

⎤σ α α ⎛ ⎞ ⎡α∂ ∂ ∂⎥+ − ρ + + − + +⎜ ⎟ ⎢⎥ ∂α ∂α∂ ⎣⎝ ⎠⎦

∂ ∂ ∂
+ − + −ρ

∂α ∂α

( ) ( )

( )

3
1 1

032

0
3 22 1 2

2323 1 2 22 11
2 2 1 1 1 2 2 1 2 1

0
22

32 1 2 32 22
10 032 2

2 2 2 1 1

2 1
3

1 1 1 1, , 2
2

2 , , 31 1 1 12 2 1
4

h B
c tt

T A ASt T T S
h A A A A A A

h t u M Hh hj B
R c h A At h

⎤ψ ∂ψ
− σ ⎥∂∂ ⎦

⎡α ∂ ∂ ∂∂
σ = σ α α − + + − + +⎢ ∂α ∂α ∂α ∂α⎣

⎤σ α α ⎛ ⎞ ⎡α∂ ∂ ∂⎥+ − ρ − + − + +⎜ ⎟ ⎢⎥ ∂α ∂α∂ ⎣⎝ ⎠⎦

 

( )
23 3

1 2 2 2
22 11 032

1 2 2 1 2 1

1 1 2 2 12
3 3

A A h hM M H B
A A A A c tt

⎤∂ ∂ ∂ ψ ∂ψ
+ − + − ρ − σ ⎥∂α ∂α ∂∂ ⎦

 (47) 

На основе выражений (47) и (36), для поперечных сил 13Q  и 23Q  получим: 

( ) ( )
0 0

13 2313 1 2 23 1 22 , , ,     2 , ,Q h t Q h t= σ α α = σ α α  (48) 
Теперь при помощи формул (24) получим следующие физические связи между 
поперечными силами и углами деформаций сдвигов: 

( ) ( )13 13 23 232 ,     2
2 1 2 1
E EQ h Q h= γ = γ
+ ν + ν

 (49) 

Далее на основании (47) и (44) можем удовлетворять силовым граничным 
условиям (8) на лицевых поверхностях 3 hα = ± . В результате, приходим к 
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следующим двумерным уравнениям движения оболочки с учетом сил 
электромагнитного происхождения: 

( )

( )

2
1311 2 1 1

11 22 2
1 1 2 2 1 2 1 1 2 2 1

20 03 1 1

1 1 1 1 2 2

1

QT A A uS T T S h
A A A A A A R t

j B q q
c

+ −

∂ ∂ ∂ ∂∂
+ + − + + − ρ +

∂α ∂α ∂α ∂α ∂

+ = − +

 

( )

( )

2
2322 1 2 2

22 11 2
2 2 1 1 1 2 2 1 2 1 2

10 03 2 2

1 1 1 1 2 2

1

QT A A uS T T S h
A A A A A A R t

j B q q
c

+ −

∂ ∂ ∂ ∂∂
+ + − + + − ρ −

∂α ∂α ∂α ∂α ∂

− = − +

 

( )

( )

11 2 1
13 11 22

1 1 2 2 1 2 1 1 2 2

23 3
1 1

03 1 12

1 1 1 1 2

2 2 1
3 3

M A AHQ M M H
A A A A A A

h h B h q q
c tt

+ −

⎡ ⎤∂ ∂ ∂∂
− + + − + +⎢ ⎥∂α ∂α ∂α ∂α⎣ ⎦

∂ ψ ∂ψ
+ρ + σ = −

∂∂

 (50) 

( )

( )

22 1 2
23 22 11

2 2 1 1 1 2 2 1 2 1

23 3
2 2

03 2 22

1 1 1 1 2

2 2 1
3 3

M A AHQ M M H
A A A A A A

h h B h q q
t c t

+ −

⎡ ⎤∂ ∂ ∂∂
− + + − + +⎢ ⎥∂α ∂α ∂α ∂α⎣ ⎦

∂ ψ ∂ψ
+ρ + σ = −

∂ ∂

 

( )

2
13 2311 22 2 1

13 23 2
1 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2

10 02 20 01 3 3

1 1 1 1 2

1 1 .

Q QT T A A wQ Q h
R R A A A A A A t

j B j B q q
c c

+ −

⎛ ⎞ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− + + + + + − ρ +⎜ ⎟ ∂α ∂α ∂α ∂α ∂⎝ ⎠

+ − = − +

 

Здесь  

10 10 1 3 20 20 2 32 ,    2
h h

h h

j hj j d j hj j d
− −

= = α = = α∫ ∫  

т.е. 10j  и 20j – тангенциальные компоненты усредненного (поверхностного) тока 
электропроводимости по срединной поверхности оболочки. Используя формулы (40), 
(42), для усредненных токов получим следующие формулы: 

2
10 10 03 02

1
20 20 01 03

1 12

1 1 2

u wj h E B B
c t c t

uwj h E B B
c t c t

⎡ ∂ ⎤∂⎛ ⎞= σ + −⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ∂ ⎤∂⎛ ⎞= σ + −⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

 (51) 

Таким образом, механическая часть двумерной теории магнитотермоупругости 
тонкой оболочки построена, она представляет собой систему уравнений движения 
(50), соотношения упругости (37), (49), геометрические соотношения (26), (22), (23). 

Присоединим к системе уравнений механической части задачи 
магнитотермоупругости тонких оболочек соответствующие двумерные граничные и 
начальные условия: 
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если край Γ  срединной поверхности оболочки определяется уравнением 

1 10α = α , то граничными условиями будут: 
для загруженного края 

* * * * *
11 11 11 11 13 13,      ,    ,     ,     T T S S M M H H Q Q= = = = =  (52) 

для жестко защемленного края 

1 2 1 20,     0,    0,    0,    0u u w= = = ψ = ψ =  (53) 
для шарнирно-закрепленного края 

1 2 11 20,     0,    0,    0,    0u u w M= = = = ψ =  (54) 
начальные условия (при 0=t ): 

0 0 0

1 2 31 3 2 3 3

0 0 0
1 2

1 2 33 3 3

1 1 1,       ,     
2 2 2

1 1 1,     ,     
2 2 2

h h h

h h h

h h h

h h h

u u d u u d w u d
h h h

u u wV d V d V d
t h t h t h

− − −

− − −

= α = α = α

∂ ∂ ∂
= α = α = α

∂ ∂ ∂

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
 (55) 

Система уравнений (50),(37),(49),(26),(22),(23), граничные условия (52) (либо 
(53), либо (54)) и начальные условия (55) представляют двумерную модель 
механической части задачи магнитотермоупругости тонких оболочек по уточненной 
теории упругих оболочек Тимошенко-Рейсснера. 

Двумерную модель теплопроводности тонкой оболочки представляeт система 
уравнений (31), граничные условия (32) и начальные условия (33). Следует отметить, 
что задача теплопроводности тонкой оболочки (как и ее трехмерный вариант) в 
данном случае, это отдельная начально-граничная задача. 

Сейчас обратим внимание на тот факт, что в уравнения (50) механической части 
задачи магнитотермоупругости тонких оболочек входят усредненные поверхностные 

токи электропроводимости ( )10 20,j j , которые нам неизвестны. Чтобы замкнуть 

уравнения (50),(37),(49),(26),(22),(23), следует рассмотреть уравнения и гранично-
начальные условия электродинамической части задачи. 

Рассмотрим уравнения квазистационарного электромагнитного поля (6), которые 
имеют место во всем трехмерном пространстве 3R  за исключением трехмерной 
тонкой области оболочки. Будем руководствоваться предположением з), при помощи 
которого существенно упрощается область, где имеют место уравнения (6). 
Предположение з) дает возможность при определении квазистационарного 
электромагнитного поля в окружающем оболочку воздушном пространстве, область 
трехмерной тонкой оболочки рассматривать в  3R как математический разрез по 
срединной поверхности оболочки. Это означает, что разности 1 1h h+ −−  и 2 2h h+ −−  

для величин 1h  и 2h можем рассматривать как скачки через этот разрез. На этой 
основе систему уравнений (6) можем представить так: 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

3 1 2
4 1rot , ,      rot

div 0,     div 0

e
e e

e e

hh I E
c c t

E h

π ∂
= δ α χ α α ∈Ω = −

∂

= =

 (56) 

Здесь ( )3δ α  – дельта-функция Дирака; ( )1 2,χ α α ∈Ω  – функция Хевисайда; 

{ }10 20, ,0I j j= . Отметим, что вектор I  представляет собой вектор плотности 
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поверхностного (усредненного) тока электропроводимости по срединной 
поверхности оболочки Ω . 

На основании формул (43) для 1h  и 2h  легко заметить, что 

1 1 10 2 2 20,   h h j h h j+ − + −− = − = −  (57) 
Если взять оператор ротации от второго векторного уравнения из системы (56), с 

учетом третьего уравнения из этой системы, приходим к следующему уравнению: 
( ) ( ) ( )1 3 1 2

4 ,
e IE

c t
π ∂

Δ = δ α χ α α ∈Ω
∂

 (58) 

Здесь ( )1Δ ⋅ –трехмерный оператор Лапласа. 
Имея в виду соответствующие граничные условия из (11) и формулы (39), можем 

утверждать, что нормальная компонента вектора возбужденного магнитного поля 
( )
3
eh  и тангенциальные компоненты вектора возбужденного электрического поля 
( ) ( )
1 2,e eE E  будут непрерывными функциями на разрезе 3 0α = . Следовательно, 

можем утверждать, что на разрезе 3 0α =  имеем 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 3 33 0 30 1 2 1 0 10 1 2 2 0 20 1 2, , ,  , , ,  , ,e e eh h t E E t E E tα = α = α == α α = α α = α α  (59) 

Фундаментальное решение (функция Грина) [18] для уравнения 
( )

1 0
e

EΔ =  в 

бесконечном пространстве 3R , если в одной точке на срединной поверхности 
оболочки Q∈Ω  (при 3 0α = ) приложена особенность типа дельта-функции, а в 

бесконечности даны условия (13), имеет вид 
1 1

4 PQR
−

π
, где PQR – трехмерное 

расстояние от точки Q∈Ω  до точки наблюдения 3P R∈  в трехмерном 
пространстве. 

Имея это в виду, решение уравнения (58) во всем трехмерном пространстве 3R  
можем представить в виде 

( ) ( ) ( ) 3
2

1 1, , ,      ,    
e

PQ

E P t I Q t d Q P R
c t RΩ

∂
= − Ω ∈Ω ∈

∂ ∫  (60) 

Из векторного равенства (60) рассмотрим значения тангенциальных 

составляющих ( )
1
eE  и ( )

2
eE , кроме того, точку наблюдения P  берем в области Ω  

срединной поверхности оболочки, учитывая формулы (59), будем иметь: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 110 20
10 2

1 2 2 210 20
20 2

, ,1,

, ,1, , 

PQ

PQ

j Q t e P e Q j Q t e Q e P
Е P t d

c t R

j Q t e Q e P j Q t e Q e P
Е P t d P

c t R

Ω

Ω

+∂
= − Ω

∂

+∂
=− Ω ∈Ω

∂

∫

∫
 (61) 

Отметим, что третье скалярное уравнение из векторного уравнения (60) служит 

для определения ( )
3
eE +  и ( )

3
eE − . Далее, с учетом формулы (41) и последней из 

граничных условий из (11) можем определить поверхностные электрические заряды 
ˆ eρ  на лицевых поверхностях оболочки 3 hα = ± . 
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 Используя формулы (51) для усреднённых токов, уравнения системы (61) можем 
представлять через поверхностные усредненные токи 10j  и 20j , а именно: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 110 20
10 2

2
03 02

1 2 2 210 20
20 2

1
01 03

, ,2,

2             

, ,2,

2               

PQ

PQ

j Q t e P e Q j Q t e Q e Phj P t d
c t R

uh wB B
c t t

j Q t e Q e P j Q t e Q e Phj P t d
c t R

uh w B B P
c t t

Ω

Ω

+σ ∂
= − Ω+

∂

∂σ ∂⎛ ⎞+ −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

+σ ∂
= − Ω+

∂

∂σ ∂⎛ ⎞+ − ∈Ω⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∫

∫
 (62) 

К двумерной системе интегродифференциальных уравнений (62) электродинами-
ческой части задачи, которая имеет место в области срединной поверхности оболо-
чки Ω , следует присоединить соответствующие граничные и начальные условия. 

Граничные условия на контуре Γ  ( 1 10α = α ) срединной поверхности оболочки 
имеют вид [4]: 

10 200,     0j j= =  (63) 
Начальные условия при 0=t  будут выражаться так: 

10 0 20 00,     0t tj j= == =  (64) 
Система двумерных уравнений, граничных и начальных условий 

(50),(37),(49),(26),(22), (23),(52)-(55),(31)-(33),(62)-(64), определяют двумерную 
математическую модель магнитотермоупругости электро- и теплопроводящих 
тонких оболочек в уточненной постановке (с учетом поперечных сдвигов). 

Если в указанной системе уравнений значения главных кривизн срединной 
поверхности  оболочки подставим ноль, получим основные уравнения, граничные и 
начальные условия уточненной теории магнитотермоупругости тонких пластин 
(отдельно при изгибе и обобщенного плоского напряженного состояния). 

Если в построенной модели не будем учитывать температурное воздействие, 
получим уточненную теорию магнитоупругости тонких оболочек и пластин на базе 
уточненной теории оболочек и пластин Тимошенко-Рейсснера. 

Если в построенной модели будем считать, что начальное магнитное поле 

нулевое ( )0 0B = , получим уточнённую теорию термоупругости тонких оболочек и 

пластин на базе теории оболочек и пластин Тимошенко-Рейсснера [16,19]. 
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