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î. ì. ¼³ù³ñÛ³Ý  

úñÃáïñáå »ñÏß»ñïÇ Ñ³Ù³ñ ³é³Ó·³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ï»ëáõÃÛ³Ý ¹ÇÝ³ÙÇÏ³Ï³Ý ³é³çÇÝ »½ñ³ÛÇÝ ËÝ¹ñÇ 
Ù³ëÇÝ 

 
¸Çï³ñÏí³Í ¿ ³é³Ó·³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ï»ëáõÃÛ³Ý Ñ³ñÃ ¹ÇÝ³ÙÇÏ³Ï³Ý ³é³çÇÝ »½ñ³ÛÇÝ ËÝ¹ÇñÁ 

»ñÏß»ñï ûñÃáïñáå ß»ñï–Ñ»Í³ÝÇ Ñ³Ù³ñ: ºñÏß»ñïÇ ¹ÇÙ³ÛÇÝ Ù³Ï»ñ¨áõÛÃÝ»ñÇ íñ³ ïñí³Í »Ý É³ñÙ³Ý 
Ã»Ý½áñÇ μ³Õ³¹ñÇãÝ»ñÁ, áñáÝù Å³Ù³Ý³ÏÇó Ñ³ñÙáÝÇÏ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñ »Ý: Ð³ëï³ïí³Í »Ý É³ñÝ³Ù 
Ã»Ý½áñÇ ¨ ï»Õ³÷áËÙ³Ý í»ÏïñÇ μ³Õ³¹ñÇãÝ»ñÇ ³ëÇÙåïáïÇÏ Ï³ñ·»ñÁ, áñáßí³Í ¿ Ý»ñùÇÝ ËÝ¹ñÇ 
ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ÉáõÍáõÙÁ, Ñ³ëï³ïí³Í »Ý é»½áÝ³ÝëÇ ³é³ç³óÙ³Ý å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ: ²ÛÝ ¹»åù»ñÇ Ñ³Ù³ñ, »ñμ 
»ñÏ³ÛÝ³Ï³Ý »½ñ»ñáõÙ ïñí³Í ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ Ñ³ëï³ïáõÝ »Ý Ï³Ù ·Í³ÛÇÝ, áñáßí³Í »Ý Ý»ñùÇÝ ËÝ¹ñÇ 
×ß·ñÇï ÉáõÍáõÙÝ»ñÁ:  
 

T. V. Zakaryan  

On dynamic first boundary value problem of elasticity theory for two – layered erthotropic strip 

A dynamic plane boundary value problem for two – layered orthotropic strip is considered, when on its facial 
surfaces the values of the coresponding stresses tensor components, which change harmonically in time, are given. 
For the determination of the solution an asymptotic method of the solutions of singularly perturbed differential 
equations is applied. Asymptotic orders of all the stresses tensor components and the displacement vector and 
iteration processes for determining these components are built. The general solution of the inner problem is found. 
The conditions of arising resonance are established. For private cases mathematically ecact solutions of the inner 
problem are obtained. 

 
Рассматривается динамическая плоская краевая задача для двухслойной ортотропной полосы, когда на 

ее лицевых поверхностях заданы значения соответствующих компонент тензора напряжений, которые во 
времени меняются гармонически. Для определения решения применен асимптотический метод решения 
сингулярно возмущенных дифференциальных уравнений. Установлены асимптотические порядки всех 
компонент тензора напряжений и вектора перемещения и построены итерационные процессы для 
определения этих компонент. Найдено общее решение внутренней задачи. Установлены условия 
возникновения резонанса. Для частных случаев получены математически точные решения внутренней 
задачи. 

 

1. Основные соотношения и структура общего решения. Начиная с конца 
пятидесятых годов двадцатого века, для определения напряженно-деформированных 
состояний балок, стержней, пластин и оболочек широко используется 
асимптотический метод [1-7]. Статическая первая краевая задача для пластин и 
оболочек рассмотрена в [1,8], а для анизотропных балок, пластин и оболочек – в [9]. 
Асимптотический метод оказался особенно эффективным для решения неклассичес-
ких краевых задач тонких тел [9,10] , а также для решения динамических задач о 
собственных и вынужденных колебаниях [11-13]. В работе [14] определено 
асимптотическое решение первой динамической краевой задачи для ортотропной 
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полосы. В данной работе найдено решение внутренней задачи для двухслойной 
ортотропной полосы в динамической первой краевой задаче.  

Требуется найти решение динамических уравнений плоской деформации 
двухслойной ортотропной полосы 
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где , ,u vαγσ  – компоненты, соответственно, тензора напряжений и вектора 

перемещения, ρ  – плотность, ija  – постоянные упругости, 12G  – модуль сдвига, 
       при граничных условиях (фиг.1) 
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       при условиях полного контакта между слоями : 
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и условиях на торцевых сечениях 0,x l= , которые пока не будем конкретизировать. 
  Чтобы решить поставленную задачу, введем безразмерные координаты 

/ , /x l y hξ = ζ =  и безразмерные перемещения / , /x yU u l U v l= = . В 
результате, уравнения (1.1) примут вид: 
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Решение системы (1.4) будем искать в виде [11,14] 
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Подставив (1.5) в (1.4), получим 
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Система (1.6) сингулярно возмущена малым параметром ε . Ее решение 
складывается из решений внутренней задачи int( )I  и пограничного слоя ( )bI  
[9,15,16]  
  int bI I I= +   (1.7) 

2. Решение внутренней задачи. Решение системы (1.6), соответствующее 
внутренней задаче, будем искать в виде 
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Подставив (2.1) в (1.6) и приравняв коэффициенты при одинаковых степенях ε , 
для определения коэффицентов разложения (2.1) получим систему  
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Из системы (2.2) напряжения можно выразить через перемешения по формулам  
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Для определения же ( ) ( ),k s k sU V  получаются уравнения  
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Решения уравнений (2.4) имеют вид 
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где ( ) ( ),k s k su v  – частные решения уравнений (2.4) . Вычислив по формулам (2.3) 
компоненты напряженний и удовлетворив граничным условиям (1.2) и условиям 
контакта (1.3), определим функции ( )k s

iC : 
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Подставив значения ( )k s
iC  в формулу (2.5), определим перемещения, а из 

формул (2.3) определим значения напряжений: 
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Формулы (1.5), (2.1), (2.3), (2.5)-(2.8) позволяют определить все компоненты 
напряжений и перемещений двухслойной полосы во внутренней задаче с заранее 
заданной асимптотической точностью. Из этих формул следует, что в отличие от 
статической задачи [9], эти величины полностью определяются из граничных 
условий (1.2) на лицевых поверхностях и из условий контакта (1.3). Другой 
особенностью является и то, что асимптотика (2.1) в динамической задаче 
принципиально отличается от асимптотики в статической задаче [1,9]: 
  2 1 0 2 3( ), ( ), ( ), ( ), ( )xx xy yyO O O u O v O− − − −σ = ε σ = ε σ = ε = ε = ε   (2.9) 

Найденное выше решение будет справедливым, если 1 20, 0δ ≠ δ ≠ . Значения ω , 

при которых 1 0δ =  или 2 0δ = , совпадают со значениями частот собственных 
колебаний двухслойной полосы [11]. 

3.Частные решения. Используя приведенные выше формулы, найдем решения 
некоторых частных задач. Пусть  
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  const, constX Y± ±= =   (3.1) 
Непосредственной проверкой можно убедиться, что отличными от нуля будут 
величины исходного приближения s=0, т. е. для этого случая ( ) 0k sQ ≡  при 1s ≥ . В 
результате получим следующее точное решение внутренней задачи : 
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II II II

k
Y k

Y k k k k k i t

+

−

β ⎡σ = − Δ β ρ ζ + ζ +
⎣Δ δ ω

⎤+ Δ β ρ ζ ζ − ζ ζ ω
⎦

 

      
( )

( )

6 4 2
2

6 2 1 4 2 1 4

1 sin

cos sin sin cos exp( ),

II
yy Y k k

Y k k k k k i t

+

−

⎡σ = ζ + ζ +⎣δ

⎤+ ζ ζ − ζ ζ ω⎦

 

      
( )

( )

5 3 2
1

5 1 1 3 1 1 3

1 sin

cos sin sin cos exp( ),

II
xy X k k

X k k k k k i t

+

−

⎡σ = ζ + ζ +⎣δ

⎤+ ζ ζ − ζ ζ ω⎦

  (3.3) 
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( )

( )

( )

( )

66 3 2
1 *

66 5 1 1 3 1 1 3

1 11 4 2
2 *

1 11 6 2 1 4 2 1 4

cos

cos cos sin sin exp( ),

cos

cos cos sin sin exp( ),

II I I

II II

II I I I

II II II

hu X a k

X a k k k k k i t

hv Y k

Y k k k k k i t

+

−

+

−

⎡= − ρ ζ + ζ +
⎣δ ω

⎤+ ρ ζ ζ + ζ ζ ω
⎦

⎡= − Δ β ρ ζ + ζ +
⎣δ ω

⎤+ Δ β ρ ζ ζ + ζ ζ ω
⎦

 

Рассмотрим случай, когда  
  1 20, ,X Y a Y a± + −= = − ξ = ξ   (3.4) 

Для этого случая отличными от нуля будут величины приближений 0,1s = . При 
0s =  имеем  

 

(0) (0) (0) (0)
12 12

(0)
1 1 11 6 4 2 2 4 2 2

2 *

2 6 1 11 2 1

(0)
1 1 11 4 2

2 *

2 1 11 6 2 1 4

0, 0, 0, 0,

( sin sin cos cos )

cos ( ) ,

cos ( )

( cos cos s

I II I II

I I I I

II II II

II I I I

II II II

U U

V a k k k k k

a k k

V a k

a k k k

= = σ = σ =
ε ⎡= − ξ Δ β ρ ζ ζ − ζ ζ +

⎣δ ω

⎤+ ξ Δ β ρ ζ − ζ
⎦

ε ⎡= ξ Δ β ρ ζ + ζ −
⎣δ ω

− ξ Δ β ρ ζ ζ + 2 1 4in sin ) ,k k ⎤ζ ζ
⎦

  (3.5) 

      

(0) 12
11 1 1 11 2 4 2

1 2 *

2 6 1 11 2 1

sin( )

sin ( ) ,

I
I I I I

I

II II II

a k k

a k k

β ε ⎡σ = ξ Δ β ρ ζ + ζ −⎣Δ δ ω

⎤− ξ Δ β ρ ζ + ζ ⎦

 

     
( )

(0) 12 4
11 1 1 11 4 2

1 2 *

2 1 11 6 2 1 4 2 1 4

sin ( )

cos sin sin cos ,

II
II I I I

II

II II II

k
a k

a k k k k k

β ε ⎡σ = ξ Δ β ρ ζ + ζ −⎣Δ δ ω

⎤− ξ Δ β ρ ζ ζ − ζ ζ ⎦

 

( ) ]

[ ( )

(0)
22 1 6 4 2 2 4 2 2 2 2 1

2

(0)
22 1 6 4 2 2 6 2 1 4 2 1 4

2

sin cos cos sin sin ( ) ,

sin ( ) cos sin sin cos ,

I

II

a k k k k k a k

a k k a k k k k k

ε
σ = − ξ ζ ζ + ζ ζ + ξ ζ − ζ⎡⎣δ

ε
σ = − ξ ζ + ζ + ξ ζ ζ − ζ ζ ⎤⎦δ
При 1s =  получаются  

 
(1) (1) (1) (1) (1) (1)

11 11 22 22
(1) (1) (1) (1)

1 1 2 1

0, 0, 0, 0, 0, 0,

sin cos ,

I II I II I II

I I I I

V V

U C k C k u

σ = σ = σ = σ = = =

= ζ + ζ +
  (3.6) 

           (1) (1) (1) (1)
1 3 2 3sin cos ,II II II IIU C k C k u= ζ + ζ +  
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 ( )66 66 12

(1) (1) (1) (1)
12 66 * 1 * 2 *cos sin ,k k k k k k k k k ka C a C a fσσ = ρ ω ρ ω ζ − ρ ω ζ +  

где 

 

(1)
1 2 1 2 2 1 3 2 4 2

4 2 5 2

(1)
1 4 2 2 4 3 4

66 12
1 1 2 6 1 11 2 1 2 6 2 1 11

1

66 12
3 1 1 1 11 4 1

1

sin ( ) sin ( ) sin( )
cos sin ,

sin ( ) sin cos ,

, ,

,

I

II

I I
II II II II II II

I

I I
I I I

I

u B k B k B k k
B k B k

u A k A k A k

a
B a k B a k k

a
B a B

= ζ + ζ + ζ − ζ + ζ + ζ +
+ ζ + ζ

= ζ + ζ + ζ + ζ

β
= γ Δ β ρ = γ Δ β ρ

Δ

β
= −γ Δ β ρ = −γ

Δ 1 6 2 1 11 4 2

5 1 1 2 1 11 4 2

sin ,

cos ,

I I I

I I I

a k k k

B a k k

Δ β ρ ζ

= −γ Δ β ρ ζ

 

 

( )

12
1 2 1 4 66 1 11

1

12
2 2 6 2 66 1 11 2 1 4 2 1

1

12
3 2 2 66 1 11 2 1 4 2 1

1

1 22 2 2
2 * 66 * 2 2 * 66 *

1 ,

cos cos ,

sin sin ,

,

II
II I I I

II

II
II II II II

II

II
II II II II

II

I I II II

A a k a

A k a a k k k

A a a k k k

a k a

⎛ ⎞β
= −γ + Δ β ρ⎜ ⎟Δ⎝ ⎠

⎛ ⎞β
= γ Δ β ρ ζ + ζ⎜ ⎟Δ⎝ ⎠

⎛ ⎞β
= −γ Δ β ρ ζ + ζ⎜ ⎟Δ⎝ ⎠

ε ε
γ = γ =

δ ω ω ρ − δ ω ω ρ( )2
4

,
k−

  (3.7) 

(

) (

)

12

(1)
1 2 2 1 2 2 2 1 3 2 2 4 2

66

4 2 2 5 2 2 1 1 11 6 4 2 2
66 2 *

4 2 2 2 6 1 11 2 1

1 cos ( ) cos ( ) cos( )

sin cos sin sin

cos cos cos ( ) ,

I
I

I I I
I

II II II

f B k k B k k B k k k
a

B k k B k k a k k k
a

k k a k k

σ = ζ + ζ + ζ − ζ + ζ + ζ −

ε ⎡− ζ + ζ + − Δ β ρ ζ ζ −⎣δ ω

⎤− ζ ζ − Δ β ρ ζ − ζ ⎦

 

( )

(

)

12

(1)
1 4 4 2 2 4 4 3 4 4

66

1 1 11 4 2 2 1 11 6 2 1 4
2 *

2 1 4

1 cos ( ) cos sin

cos ( ) cos cos

sin sin ,

II
II

I I I II II II

f A k k A k k A k k
a

a k a k k k

k k

σ = ζ + ζ + ζ − ζ +

ε ⎡+ Δ β ρ ζ + ζ − Δ β ρ ζ ζ +⎣δ ω

+ ζ ζ ⎤⎦
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Постоянные (1) (1)
1 2,k kC C вычисляются по формулам (2.6), где 

( ) (

)

( )}

(1)
1 1 4 2 3 1 2 2 1 3 4 2 4

(1)
3 66 1 4 4 2 2 4 1 2 2 1

* 66 66

2 2 2 1 3 2 4 2 5 2
2 * 66 66

1 1 11 4 2 2 6 1 11 2 1

sin ( )sin sin ,

1 1 1cos cos

1 1cos cos ( )

cos cos ,

I I
II I

II I

I I I II II II

b A k A B B k B k B

b a A k k A k B k k
a a

B k k B k k B k
a a

a k a k k

b

= ζ + − − ζ − ζ +

⎧
= ρ ζ + − ζ +⎨ω ⎩

ε
+ ζ + ζ + + − ×

δ ω

× Δ β ρ ζ − Δ β ρ ζ

{

}

(1)
5 66 1 2 2 1 2 2 3 2 2 1 4 2

66 *

4 2 2 1 5 2 2 1 1 1 11 6 4 2 2 1
2 *

4 2 2 1 2 6 1 11

1 cos 2 cos( )

sin cos ( sin sin

cos cos ) ,

I I
I

I I I

II II II

a B k k B k B k k k
a

B k k B k k a k k k

k k a k

= − ρ ζ + + ζ + ζ −
ω

ε ⎡− ζ + ζ + − Δ β ρ ζ ζ −⎣δ ω

⎤− ζ ζ − Δ β ρ ⎦

 

 

{

}

(1)
7 66 1 4 2 4 4 2 3 4 4 2

66 *

1 1 11 2 1 11 6 2 1 4 2
2 *

2 1 4 2

(1) (1) (1) (1) (1)
1 7 1 1 5 3 1 1 1 1 1 3 2
(1) (1)
2 7 5 1

1 cos sin

( cos cos

sin sin ) ,

sin ( cos sin )sin ,

cos

II II
II

I I I II II II

b a A k A k k A k k
a

a a k k k

k k

d b k b b k b k k

d b k k

= − ρ + ζ + ζ +
ω

ε ⎡+ Δ β ρ − Δ β ρ ζ ζ −⎣δ ω

− ζ ζ

= ζ + − ζ + ζ ζ

= ζ (1) (1) (1)
1 5 3 1 1 1 1 1 3 2( cos sin )cosb b k b k k− − ζ + ζ ζ

 

 
Используя формулы (1.5), (2.1), (3.5)-(3.8), получим окончательное решение 

 
(1) (0) 1 (0)

11

(1) 1 (0)
12 22

exp( ), exp( ), exp( ),

exp( ), exp( ), ,

k k k k k k
xx

k k k k
xy yy

u hU i t v lV i t i t

i t i t k I II

−

−

= ω = ω σ = ε σ ω

σ = σ ω σ = ε σ ω =
  (3.9) 

Из полученных выше решений можно заключить, что если функции ( ), ( )X Y± ±ξ ξ  
являются многочленами, итерационный процесс будет обрываться на определённом 
приближении, в результате получим математически точное решение внутренней 
задачи. Полученные выше решения, как правило, не будут удовлетворять граничным 
условиям на торцах 0,x l=  полосы. Возникающая невязка устраняется с помощью 
решения пограничного слоя. Это решение строится описанным в [14] способом, где 
изложена также процедура сопряжения решений внутренней задачи и пограничного 
слоя. 
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