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Վ.Վ. Ավետիսըան, Ս.Ռ. Մարտիրոսյան  
 Շարժական օբյեկտի երաշխավորված փնտրման ղեկավարումը ըստ նվազագույն լուսային 

էներգածախսերի 
Մշակվել է տրված լուսավորության պայմաններում մանիպուլյատորի բռնիչի շարժման 

օպտիմալ` ըստ նվազագույն լուսային էներգածախսերի ղեկավարման մի ալգորիթմ, որն 
ապահովում է որոնելի օբյեկտի հայտնաբերումն իրականացնել երաշխավորված ժամանակում: 
Գտնվել և թվային հաշվարկներով հիմնավորվել է, որ հնարավոր են օպտիմալ երաշխավորված 
փնտրման պրոցեսներ, որոնց ընթացում չնայած ծախսվում է միևնույն քանակի լուսային էներգիա, 
սակայն մի դեպքում օպտիմալ երաշխավորված փնտրումն իրականացվում է արագ և պահանջվում է 
լույսի աղբյուրի մեծ հզորություն, իսկ մյուս դեպքում`ընդհակառակը:  

 

V.V. Avetisyan, S.R. Martirosyan      

Control the guaranteed search of moving objects at minimum expense of light energy  

 An algorithm of control manipulator gripper movement in given light conditions with optimal, minimum 
expense of light energy has been developed, provides the location of the searched object within the planned 
timeframe. It has been found and justified through digital calculations that optimal processes of guaranteed search 
are possible which require same volume of light energy expense, but, however, in one case the optimal guaranteed 
search is implemented quickly and needs a great light source, while in the other case the requirements are 
opposite.  

 
Разработан алгоритм оптимального по минимальным световым энергозатратам управления движением 

схвата манипулятора, обеспечивающий при заданной освещенности в процессе поиска обнаружение 
искомого объекта за гарантированное время. Установлено и численными расчетами обосновано, что 
возможны оптимальные режимы поиска, доставляющие одинаковое значение минимизирующему 
функционалу, при этом, быстрый поиск осуществляется при большей потребной мощности источника 
света, и наоборот.  

  

1. Постановка задачи. Пусть имеется трехзвенный электромеханический 
манипулятор, звенья которого перемещаются друг относительно друга в трех 
взаимно перпендикулярных направлениях 1Ox , 2Ox , 3Ox . Движение схвата 
рассматриваемого манипулятора описывается уравнениями [1,2]: 

  321 ,,i,Uu,uxkn iiiiii =≤= ,  (1.1)  

  }3210){( 321 ,,i c, x :   ,x,xxD i =≤≤= , 

где iu –управляющее напряжение i -го электродвигателя, iU , ik –заданные 

электрические постоянные, in – размерное передаточное отношение ( i i in xω = ), 

D – рабочее пространство манипулирования схвата. 
Пусть на основании рабочего пространства манипулятора 

  }210 : ){()( 2121 ,ic, a, ax  ,xx,aaD iii =≤≤≤=   (1.2) 

имеется некоторый точечный подвижный объект Y , совершающий простое 
движение в области (1.2): 
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Координаты 0
0 )( yty =  и текущая скорость )(v t  подвижного объекта Y  

управляемой стороне X – схвату манипулятора – неизвестны. Будем полагать, что на 
схвате X  манипулятора расположен изотропный точечный источник света, при 
помощи которого на основании D  образуется подвижная и изменяющаяся 
информационная область чувствительности – световой круг  

 { }00)())(( 132131
2 >≤<∈==≤−∈= Cc,x,D,xxx,xCrxо:RоtxG  (1.4) 

с центром в точке D,xxtx ∈= )()( 21  и с радиусом 31xCr = , 1 tg(б/2)C =     

( 3x – расстояние схвата манипулятора до основания D ), который можно перемещать 

в “темной” области 2RD ⊂  с целью обнаружения (освещения) искомого объекта 
Y  при попадании последнего в эту область – ))(( txGy∈ [3]. 

Искомый объект при попадании его в световой круг (1.4) может быть обнаружен 
или распознан только при достаточной освещенности E , которая определяется по 
формуле [2] 

  )/( 2
3xkQE Ω= .  (1.5) 

Здесь Ω –телесный угол конуса направлений световых лучей; 3x – расстояние от 

источника света до плоскости освещения; k –коэффициент пропорциональности; 
Q –мощность световой энергии.  

Функционал, характеризующий энергозатраты светового устройства в процессе 
поиска при постоянных const, =ΩE , определяется выражением [2] 

  ∫∫
Ω

==
T

t

T

t

dtx
k

EdtQJ
00

2
3 .  (1.6) 

Рассмотрим следующую задачу оптимального управления. 
Задача. Для схвата манипулятора (1.1) при фиксированных 0

1x , 0
2x  требуется 

найти начальную вертикальную координату cx ≤< 0
30  и управление 

))(),(),(()( 321 tutututu = , при которых обнаружение искомого подвижного 

объекта Y  в области D  осуществляется за гарантированное время поиска Tt =  
при минимальной величине световых энергозатрат (1.6). 

2. Aлгоритм решения задачи. Перейдем к безразмерным переменным в 

соотношениях (1.1)–(1.6). Полагая в них [2] 

  1/ =Ω kE ; 321,1 ,,ikn ii == ; )min(1 213 ,UUU,U == , 

эти соотношения (1.1) и (1.6) упростятся и примут вид [2]: 

  1,;3,21 3
2
2

2
1 ≤≤+== uUuu,i,ux ii ,  (2.1)  

  ∫=
T

dtxJ
0

2
3 .  (2.2)  
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Пусть в начальный момент 00 =t  схват манипулятора находится в некоторой 

точке ),( 0
3

0
2

0
1

0 ,xxxx = , 00
1 =x , 0

0
2 rx = , 10 0

3 ≤< x , где 0r – начальный радиус 
круга обнаружения:  

  ),min( 21
0
310 aaxCr <= .  (2.3)  

При условии (2.3) можно обходить тривиальный случай DG ⊃ . 

Рассмотрим исходящую из 
точки 0x  траекторию, проек-
ция L  которой на прямоуголь-
ное основание D  в плоскости 

21xOx  показана на фиг. 1. 

Здесь ILLLL ...10=  –ломаная 
с конечным числом вершин на 
сторонах прямоугольника. 
Движение проекции схвата –
центра круга обнаружения – по 
каждому участку ломаной L  
происходит с максимальной 

скоростью Uuu =+ 2
2

2
1  и с 

постоянным радиусом обнару-
жения 0r (2.3), т.е. 03 =u .  

Как видно из фиг. 1, 
вершины начального участка 
траектории 43210 LLLLLL = , 
который повторяется с каждой 

пятой вершины 4... +jj LL , 4,...,1,0 −= Ij , со сдвигом на величину hLL =43 , h  

– шаг перемещения центра круга обнаружения: rh 2≤ , определяются следующими 
условиями: 

  ),(,),(,),0(,),0( 0130120100 hraLraLrLrL +==== ,  (2.4) 

  )2,0(,),0( 0504 hrLhrL +=+= , 
так как, в соответствии с законом движения схвата (1.1) и выбранного способа 
управления 
                                1111 )( atUtx == , httUtx =−= )()( 1222 ,                          (2.5)  

  121 )( atx = , 0)()( 23131 =−−= ttUatx .  

Здесь промежуток времени [ ]3,0 t  соответствует времени прохождения (просмотра) 

центром круга обнаружения начального участка траектории 404,0 ...LLL = .  

Очевидно, что если выполняется условие [4,5] 

  30 /)2( tVhr ≥− ,  (2.6) 

0L  

Фиг. 1 

1−IL  

2L  

2−IL  

1L  
1a  

2a  
x2 

x1

3L  
4L  

IL  

3−IL  
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то искомый объект Y , находящийся в начальный момент времени в наихудшем для 
объектa X  положении – вне полосы { }021121 20,0:, rxaxxx ≤≤≤≤ , не 

может избегать обнаружения до момента времени 3tt = . Поэтому, движение схвата 
манипулятора по описанному способу при условии (2.6) гарантирует обнаружение 
подвижного объекта Y  за конечное время T . 

 Из соотношений (2.5) следует, что Uat /11 = , Uhtt /12 =− , Uatt /123 =− . 
Учитывая (2.6), получаем  

  VhrUhat /)2(/)2( 013 −≤+= ,  (2.7) 

  max0 hh ≤< , 010max 2)/()(2 rVUVaUrh <+−= .  (2.8) 

Очевидно, что в соответствии с (2.3)  

  mUVar => // 10 , 1<m .  (2.9) 

При заданных исходных параметрах задачи VUaa ,,, 21  рассмотрим следующую 

положительную функцию N  от 0r  и h : 

  
h

ra
hrN 02

0
2

),(
−

= , )2/,0( 20 аr ∈ .  (2.10) 

В силу (2.9) и (2.10)  

  2/201 аrma << .  (2.11) 

Функция ),( 0 hrN  при фиксированном )2/,( 210 аmar ∈  является монотонно 

убывающей функцией относительно h  на интервале (2.8):  

 )(
)(2

))(2(2),(min 0
10

02

max

02
00 max

rN
VaUr

VUra
h

rahrN
hh

=
−

+−
=

−
=

≤<
, )2/,( 210 аmar ∈ , 

или, в соответствии с (2.9),  

  )(2/)1(),(min 0
10

02
00 max

rN
mar
ramhrN

hh
=

−
−

+=
≤<

, )2/,( 210 аmar ∈ .  (2.12) 

Функция (2.12) относительно )2/,( 210 аmar ∈  также является монотонно 
убывающей. Обозначим 

  { })]([)(:)2/,( 002100 rNrNamarR =∈= ,  (2.13) 

где символ ][⋅  означает целую часть действительного числа. 

Для значений 00 Rr ∈  целое число )( 0rN  в (2.13) определяет то минимальное 

количество перемещений с левой стороны прямоугольника D (1.2) к правой и 

наоборот, при которых движениe по траектории L  центра круга обнаружения с 
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постоянным радиусом 0r  заканчивается в точке ))(,( 0max21 rhama − , 00 Rr ∈ , 

когда )( 0rN  – четное целое число, и в точке ))(,( 0max21 rhaa − , 00 Rr ∈ , когда 

)( 0rN  – нечетное целое число. Ясно, что паре ))(,( 0max0 rhr , 00 Rr ∈ , 

соответствует ломаная ILLLL ...10= , NI 4,...,1,0=  минимальной длины по 

сравнению с другими ломаными, соответствующими значениям ))(,( 00 rhr , 

00 Rr ∉ . Таким образом, управление, при котором движениe центра круга 

обнаружения происходит по траектории L , можно задавать следующим образом:  

1 2 3 4 4 1

1 2 3 2 1 2 2

1 2 3 4 2 4 3

( ) ( ) 0 0 0,1,..., /2

( ) ( ) 0 ( ) 0 0,1,...,

( ) ( ) 0 0 0,1,...,( 1)/2,

p p

L p p

p p

u t U,  u t , u ;    t t t , p N

u t u t ,   u t U, u ;    t t t , p N

u t U, u t , u ;   t t t , p N

+

+ +

+ +

⎧ = = = ≤ ≤ =
⎪⎪= = = = ≤ ≤ =⎨
⎪

=− = = ≤ ≤ = −⎪⎩

 (2.14)  

где )( 0rN  определяется по формуле (2.13).  

При движении схвата по управлению (2.14) горизонтальные полосы, заметаемые 
кругом обнаружения, покрывают прямоугольник со взаимными пересечениями с 

шириной )( 0max rh , 00 Rr ∈ . При этом движение по заключительному участку 

траектории обеспечивает приведение схвата в конечную точку траектории L : в 

точку ))(,0( 0max2 rhа − , 00 Rr ∈  или в точку ))(,( 0max21 rhаа − , 00 Rr ∈ .  

Будем полагать, что движение проекции схвата манипулятора на промежутках 

времени Npttt pp ,...,1,0,122 =≤≤ +  в соответствии с (2.14) происходит при 

включенном свете и с постоянным радиусом светового круга const0 =r , а на 

промежутках времени Npttt pp ,...,1,0,2212 =≤≤ ++ – при отключенном 

свете, т.е. 0=Q (1.5).  

Подставляя (2.14) в уравнения (2.1) и интегрируя при граничных условиях (2.4), 

находим моменты переключений it , Ni 4,...,1=  управления (2.14). При найденных 

моментах it , Ni 4,...,1=  функционал (2.3), характеризующий световые 

энергозатраты на промежутке гарантированного времени поиска Tt ≤≤0 , где  

           ULLLtrТ IN /...)( 1040 == , )(4,...,1,0 0rNI = , 00 Rr ∈                   (2.15) 

представится следующей формулой:  

  ))(1( 0
2

0
11

1 rNrUCaJ += −− , 00 Rr ∈ .  (2.16)  

Тем самым, поставленная задача сводится к решению следующей задачи минимума: 

  )(min 0
00

rJJ
Rr ∈

∗ = .  (2.17) 
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Ясно, что задача (2.17) имеет решение, так как согласно (2.11) множество 0R  

непусто.  

Рассмотрим задачу минимизации (2.16) в интервале 021 )2/,( Rаma ⊃                 

(в соответствии с (2.13)).  

Тогда, подставляя )( 0rN  из (2.12) в (2.16), получим 

  { } 2
010210

11
1 )(2/))1(22()( rmarmamamrUCaJ −++−−= −− ,  (2.18) 

  )2/,( 210 аmar ∈ . 

Приравнивая к нулю производную функции J (2.18) по 0r , имеем  

  0)()( 0201 =Ζ−Ζ= rrJ , (2.19) 

где  

{ } )2/)1(()2/)1(()( 1210121
2

001 ammamarammamarr −+−−+++−=Ζ     (2.20) 

 { } 2/)2/)1(()( 011202 rmaammar −−+=Ζ .  (2.21) 

Корни квадратного трехчлена )( 01 rΖ   

  12010 2/)1(, ammarmar −+=′′=′ .  (2.22) 

Согласно (2.11), (2.22) при )1,0(∈m имеем  

  020 2/0 rar ′′<<′< .  (2.23) 

В соответствии с (2.22), выражения (2.20), (2.21) перепишутся в виде  

  ))()( 00000
2

001 rrrrrrr ′′′−′′+′+−=Ζ , 2/)()( 00002 rrrr ′−′′=Ζ .  (2.24) 

Подставляя (2.24) в (2.19), получаем квадратное уравнение относительно 0r   

  02/)3()( 00000
2

00 =′′′−′′+′+−= rrrrrrrJ ,  (2.25) 

  )2/,( 210 аmar ∈ , 

дискриминант которого имеет вид 

  016/)4)3(( 00
2

00 >′′′−′′−′= rrrrD ,  (2.26) 

где 0r ′  и 0r ′′  определяются выражениями (2.23). 

 С помощью графо–аналитических методов исследования получаем простые 
условия, позволяющие найти решение поставленной задачи. 

Возможны следующие случаи: 

 1) 0<D , что имеет место при 00 9rr ′<′′  или, в соответствии с (2.22), 

  )1/()19(2/ 12 ++< mmmaa .  (2.27) 

Тогда, согласно (2.25)  

  0)( 0 <rJ , )2/,( 210 аmar ∈ . (2.28) 
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2) 0=D , что имеет место при 00 9rr ′=′′  или, в соответствии с (2.22), 

  )1/()19(2/ 12 ++= mmmaa .  (2.29) 

Тогда уравнение (2.25) имеет единственное решение 4/)3( 00 rrr ′′+′=∗ , которое 

согласно (2.29) и (2.22) определяется выражением  

  10 33 marr =′=∗   (2.30) 

и является точкой минимума ∗= rr min
0  функции )( 0rJ  в интервале ),( 00 rr ′′′ . 

В силу (2.29) имеем  

  2/20 arr <<′ ∗  при 3/1>m  и ∗≤<′ rar 2/20  при 3/1≤m .  (2.31) 

3) 0>D , что имеет место при 00 9rr ′>′′  или, в соответствии с (2.22), 

  )1/()19(2/ 12 ++> mmmaa .  (2.32) 

Тогда уравнение (2.25) имеет два решения 

  4/)4)3()3(( 00
2

0000
,

0 rrrrrrr ′′′−′′−′±′′+′=−+ ,  (2.33) 

причем  

  0000 rrrr ′′<<<′ +−  при всех )1,0(∈m   (2.34) 
и  

  0)( 0 <rJ , ),(),( 00000 rrrrr ′′∪′∈ +− ; 0)( 0 >rJ , ),( 000
+−∈ rrr .  (2.35) 

Таким образом, функция (2.18) в точке −= 00 rr  достигает минимума, а в точке 

+= 00 rr – максимума:  

  max
0

min
0 )(,)( JrJJrJ == +−  . ),( 000 rrr ′′′∈ .  (2.36) 

В соответствии с вышеизложенным (1)–3)), решение задачи (2.17) имеет вид:  

1. При )1/()19(2/ 12 ++< mmmaa , )1,0(∈m ;  

    при )1/()19(2/ 12 ++= mmmaa , ]3/1,0(∈m  и  

    при )1/()19(2/ 12 ++> mmmaa , ]3/1,0(∈m , −≤ 02 2/ ra  имеем 

  Δ−= 2/2
min

0 ar ,  (2.37) 

где 0>Δ  однозначно определяется из условия 

 )2/()(])([ 22/02/0 2020
Δ−== Δ−== aNrNrN arar   (2.38) 

с использованием формулы (2.12). 

2. При )1/()19(2/ 12 ++= mmmaa , )1,3/1(∈m  имеем  
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min

min min
0

min

при ( )
min{ ( ), ( )}

при ( )
min{ ( ), ( )}

или при ( ) ( ) ,

r J J r
J r J r

r r J J r
J r J r

r r J J r J r

∗ ∗

∗ ∗

∗ ∗

∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

′ ′⎧ − Δ = − Δ =
⎪

′ ′′= − Δ + Δ⎪
⎪
⎪⎪ ′′ ′′= + Δ = + Δ =⎨
⎪ ′ ′′= − Δ + Δ⎪
⎪
⎪

′ ′′ ′ ′′− Δ + Δ = − Δ = + Δ⎪⎩

(2.39) 

где 0, >Δ ′′Δ′  определяются из соотношений 

  )()(])([
00

00 Δ′−== ∗
Δ′−== ∗∗ rNrNrN

rrrr
,  (2.40) 

  )()(])([
00

00 Δ′′+== ∗
Δ ′′+== ∗∗ rNrNrN

rrrr
.  (2.41) 

3. При )1/()19(2/ 12 ++> mmmaa , ]3/1,0(∈m , −> 02 2/ ra  и при 

)1/()19(2/ 12 ++> mmmaa , )1,3/1(∈m  имеем 

 

 

min
0 1 0 1

0 1 0 2

min min
0 0 2 0 2

0 1 0 2

min
0 1 0 2 0 1 0 2

при ( )

min{ ( ), ( )}

при ( )

min{ ( ), ( )}

или при ( ) ( ) ,

r J J r

J r J r

r r J J r

J r J r

r r J J r J r

− −

− −

− −

− −

− − − −

⎧ − Δ = − Δ =
⎪

= − Δ + Δ⎪
⎪
⎪⎪= + Δ = + Δ =⎨
⎪ = − Δ + Δ⎪
⎪
⎪

− Δ + Δ = − Δ = + Δ⎪⎩

(2.42) 

где 0, 21 >ΔΔ  определяются из соотношений 

  )()(])([ 1000
10000

Δ−== −
Δ−== −− rNrNrN

rrrr
,  (2.43) 

  )()(])([ 2000
20000

Δ+== −
Δ+== −− rNrNrN

rrrr
.  (2.44) 

Таким образом, и в случае (2.39), и в случае (2.42) минимальное значение 

функционала (2.16) достигается при различных значениях 0r . Из (2.12), (2.15), (2.3), 

(1.5) следует, что чем больше 0r , тем меньше количество циклов и время поиска, и 

больше потребная мощность источника света при постоянной освещенности. Это 
означает, что при минимальных энергозатратах в процессе поиска в одном случае 
выигрывая во времени, проигрываем в потребной мощности источника света и, 
наоборот.  
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3. Результаты расчетов. Пусть имеются следующие безразмерные значения 

исходных параметров задачи: 2/1=m , 2/11 =a , 22 =a . Поскольку 

22/ 12 =aa , а 6/11)1/()19( =++ mmm , то )1/()19(2/ 12 ++> mmmaa . Так 

как )1,3/1(∈m , то имеем случай 3. Следовательно, оптимальное значение 

функционала достигается при min
0r , определяемый по формулам (2.42)-(2.44).  

В результате численныx расчетов имеем: 625.00 =−r , 052.01 =Δ , 

075.02 =Δ , откуда следует, что 573.010 =Δ−−r , 7.020 =Δ+−r , при этом 

2)( 10 =Δ−−rN ; γ987.0)( 10 =Δ−−rJ , a 1)( 20 =Δ+−rN ; 

γ98.0)( 20 =Δ+−rJ , где UC1/1=γ  – постоянный сомножитель.  

Таким образом, с точностью до сотыx имеем )()( 2010
min Δ+=Δ−= −− rJrJJ . 

Однако при этом гарантированное время поиска 1T (2.15) при 2)( 10 =Δ−−rN  

больше, чем 2T (2.15) при 1)( 20 =Δ+−rN .  
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