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Ս.Վ. Սարգսյան 
Փոփոխական հաստությամբ սալի դիմային մակերևույթների վրա դրված 

պայմանների ճշգրտումը 

Ճշգրտելով փոփոխական հաստությամբ սալի դիմային մակերևույթների վրա 
դրված պայմանները ստացված են սալի շարժման հավասարումները 

տեղափոխություններով 

S.V.Sarkisyan  
Specification of Conditions on the Front Areas of Plate With Variable Thickness 

 
By means of specification of conditions on the front areas of plate with variable 

thickness the motion equations of plate in displacements are obtained.    

Путем уточнения условий на лицевых поверхностях пластинки переменной 
толщины получены уравнения движения пластинки в перемещениях.  
 

1. Пусть срединная плоскость прямоугольной изотропной пластинки 
совпадает с плоскостью xoy  декартовой системы координат ),,( zyx . 

Толщина пластинки переменна, для конкретности, относительно координаты  
x  и симметрична относительно плоскости xoy . Область пространства, 
занимаемая пластинкой, определяется следующим образом: ax ≤≤0 , by ≤≤0 , 

)()( xhzxh ≤≤− . В общем случае предполагается, что пластинка нагружена 
поперечной нагрузкой )(xq  и учитывается вес пластинки. 

Если поверхности )(xhz ±=  свободны от нагрузок, то граничные условия 
определяются согласно условиям 
 0=ni

rrσ  при )(xhz ±=  )3,2,1( =i  (1.1) 

где nr –нормаль к соответствующей поверхности, kji iiii
ˆˆˆ

321 σσσσ ++=
r

, kji ˆ,ˆ,ˆ  

– единичные нормали по осям zyx ,, , )3,2,1( =jijσ –компоненты тензора 

напряжений. 
Из (1.1) имеем следующие граничные условия для свободной поверхности: 
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где штрих означает производную по x . 
Аналогичные граничные условия получены в работах [1-3]. 
Пусть на поверхности )(xhz −=  действует поперечная нагрузка )(xq . 

Рассмотрим два случая, а именно, нагрузка перпендикулярна к поверхности 
)(xhz −=  и нагрузка имеет направление оси oz . Тогда с учетом (1.3) при 
)(xhz −=  имеем:  

Вариант I. Нагрузка направлена по оси oz . 
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Вариант II. Нагрузка перпендикулярна к поверхности )(xhz −= . 
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Граничные условия (1.4) и (1.5) показывают различие способа приложения 
поперечной нагрузки. 

2. Уравнения движения пластинки в усилиях и моментах выводятся 
следующим образом. Определяются усилия и моменты [4, 5] 

 

( ) ( ) ( )

1 11 2 22 12
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 11 2 22 12
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 13 2 23
( ) ( )

, ,

, ,

,

h x h x h x

h x h x h x

h x h x h x

h x h x h x

h x h x

h x h x

T dz T dz S dz

M z dz M z dz H z dz

N dz N dz

− − −

− − −

− −

= σ = σ = σ

= σ = σ = σ

= σ = σ

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

 (2.1) 

Уравнения движения упругого элемента с учетом собственного веса  

 
2

3 2
ij i

i
j

u
g

x t
∂σ ∂

+ δ ρ = ρ
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 (2.2) 

( ijδ  – символ Кронекера, ρ  – плотность материала пластинки, g  –  ускорение 

свободного падения, iu  – компоненты вектора перемещения точек пластинки) 
осредняются обычным образом. 

При этом переменность толщины приводит к необходимости использования 
следующего равенства: 
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Например, 
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Осреднение уравнений (2.2) по толщине пластинки, с использованием (2.3) и 
граничных условий (1.2), (1.4) и (1.5) приводит к следующим уравнениям 
движения пластинки переменной толщины в усилиях и моментах:  

нагрузка направлена по оси oz  
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нагрузка перпендикулярна к поверхности ( )z h x= −  
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В рамках гипотезы Кирхгофа напряжения и усилия выражаются посредством 
перемещений срединной поверхности пластинки ( , , )u x y t , v( , , )x y t , ( , , )w x y t  
обычным образом [4]. Приведем выражения для усилий и моментов: 
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Подставляя значения усилий и моментов из (2.6) в уравнения (2.4) или (2.5), 
получим следующие уравнения движения пластинки переменной толщины в 
перемещениях: 

2 2 2 2

12 2 2 2 2

2 ( ) 1 v 1 2 ( ) v ( ) 2 ( )
2 x y 2 y1 y 1

Eh x u u Eh x u uQ x h x
xx t

′⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ + ν ∂ − ν ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + ν = + ρ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂− ν ∂ ∂ − ν ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

 

2 2 2 2

2 2 2 2

2 ( ) v 1 1 v ( ) v v2 ( )
2 x y 2 1 x1 x

Eh x u Eh x u h x
yy t

′⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ + ν ∂ − ν ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + = ρ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ + ν ∂ ∂− ν ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

 

( )

2
2

2 32

3 3 2 2
2 2 2

2 3 2 2 2

2 ( ) 2 ( ) ( )

2 2 2 0
1

wh D w Q x gh x Q x
t

E w w w wh h hh h h
x x y x y

∂
ρ + ∆ + − ρ + +

∂
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂′ ′ ′′+ + + + + ν =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ν ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 (2.7) 
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На основе уравнений (2.7) можно исследовать колебания, определить 
напряженно-деформированное состояние пластинки переменной толщины. 
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