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В.М. Асатрян, А.А. Баблоян  
Асимптотические формулы для корней функций Вебера 

 
В работе получены общие асимптотические формулы для вычисления корней функций 

Вебера. В частных случаях, которые часто встречаются в задачах теории упругости, эти 
формулы приведены с высокой точностью. Для полноты, в конце  приведена асимптотическая 
формула для корней бесселевых функций. 
 

V.M. Asatryan,   A.H. Babloyan  
Аsymptotic formulas for roots of Weber’s function 

 
The work results in general asymptotic formulas for roots calculation of Weber’s function. In some 

cases, which are of frequent occurrences in problems of elasticity theory, this formulas are brought with high 
accuracy. To ensure completeness the final part of the work includes the asymptotic formula for roots of Bessel’s 
function  

 
Աշխատանքում ստացված են ընդհանուր ասիմպտոտիկ բանաձևեր Վեբերի ֆունկցիաների 

արմատների որոշման համար: Առաձգականության տեսության մեջ հանդիպող մի շարք դեպքերի 
համար ասիմպտոտիկ բանաձևերը բերված են ավելի բարձր ճշտությամբ: Վերջում բերված է բանաձև  
Բեսսելի ֆունկցիաների արմատների որոշման համար: Բոլոր բանաձևերի բացարձակ սխալը, սկսած 
10-րդ արմատից, չի գերազանցում  10-12 –ից: 
 

Առաձգականության տեսության առանցքասիմետրիկ խնդիրների 
լուծումները վերջավոր չափերով սնամեջ գլանի համար արտահայտվում են 
Ֆուրյե-Դինիի շարքերով ըստ Վեբերի ֆունկցիաների: Այդ շարքերի թվային 
արժեքները ստանալու համար անհրաժեշտ է ունենալ Վեբերի ֆունկցիաների 
արմատների արժեքները [1-4]: 

Առաջին մի քանի արմատները կարելի է հաշվել ԷՀՄ-ների օգնությամբ, իսկ 
մնացած արմատների համար անհրաժեշտ է ստանալ այնպիսի ասիմպտոտիկ 
բանաձևեր, որոնք տալիս են արմատի արժեքը այնքան ավելի ճիշտ, որքան մեծ է 
արմատի համարը (կամ արժեքը): 

Վեբերի ֆունկցիաները ունեն հետևյալ տեսքը  
 )()()()(),(, zaJzYzaYzJazW mnmnmn −=  (1) 

 

որտեղ )(zJ n -ը և )(zYn -ը Բեսսելի առաջին և երկրորդ սեռի իրական 
արգումենտով ֆունկցիաներն են [1-4], a -ն սնամեջ գլանի շառավիղների 
հարաբերությունն է` 21 R/Ra =  ( 12 R/Ra = ), իսկ 2β Rz k= : Վեբերի մի քանի 
ֆունկցիաների արմատների արժեքները բերված են [1] և [2]-ում:   

Արմատների ասիմպտոտիկ բանաձևերը ստանալու համար օգտվենք 
Բեսսելի ֆունկցիաների ասիմպտոտիկ բանաձևերից [1-4], երբ nz >>  
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Տեղադրելով այս արժեքները (1) –ի մեջ )a,z(W m,n -ի համար կստանանք 
հետևյալ ասիմպտոտիկ բանաձևը 
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 )()()()(),,( zaQzQzaPzPzmnb nmnm +=  

Տեղադրելով ( )nP z  և ( )mQ z  ֆունկցիաների ասիմպտոտիկ արժեքները (3)-

ից (4)-ի մեջ ( , , )a n m z  և ( , , )b n m z  ֆունկցիաների համար կստանանք հետևյալ 
տեսքերը 
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Հտաքրքիր է նշել, որ այս երկու բանաձևերում գործակիցները որոշվում են 
մեկ ընդհանուր բանաձևով: 

Հավասարացնելով ),(, azW mn -ֆունկցիան զրոյի, (4) բանաձևից կստանանք 

հավասարում Վեբերի ֆունկցիայի արմատների որոշման համար                              
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Վերլուծենք ),(, azs mn  ֆունկցիան աստիճանային շարքի անվերջ հեռու 

կետի շուրջը   
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Շրջելով (8) շարքը Վեբերի ֆունկցիայի արմատների որոշման համար 
կստանանք հետևյալ մոտավոր բանաձևը 
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որտեղ   ππ kmnU k +−= )(5.0  

Այստեղ բերված են ասիմպտոտիկ բանաձևի առաջին չորս գումարելիները: 
Մնացած գումարելիները այստեղ չեն բերվում մեծածավալ լինելու պատճառով: 

Առաձգականության տեսության առանցքասիմետրիկ խնդիրներում 
վերջավոր չափերով սնամեջ գլանի համար հանդիպում են Վեբերի հետևյալ 
ֆունկցիաները` 
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1. 0== nm , առանցքասիմետրիկ խնդիր, երբ գլանային մակերևույթների վրա 
տրված են տեղափոխումները: 

2. 1=m , 0=n ,առանցքասիմետրիկ խնդիր, երբ գլանային մակերևույթներից 
մեկի վրա տրված են տեղափոխումները, իսկ մյուսի վրա` լարումները: 

3. 2=m , 1=n ,սնամեջ գլանի ոլորման խնդիր, երբ գլանային 
մակերևույթներից մեկի վրա տրված է տանգենցիալ տեղափոխումը, իսկ 
մյուսի վրա` լարումը: 

4. mn = , ոչ առանցքասիմետրիկ խնդիր սնամեջ գլանի համար, երբ գլանային 
մակերևույթների վրա տրված են տեղափոխումները կամ լարումները:  

5. 1== nm ,  առանցքասիմետրիկ խնդիր, երբ գլանային մակերևույթների վրա 
տրված են լարումները: 

6. Լրիվության համար վերջում բերվում է նաև բանաձև Բեսսելի ֆունկցիաների 
արմատների որոշման համար: 
Նշված դեպքերի համար ստացված են համապատասխան Վեբերի 

ֆեւնկցիաների արմատների որոշման ասիմպտոտիկ բանաձևեր:  
Ստորև բերվում են այդ բանաձևերը: 
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Վերջին բանաձևը քիչ անդամներով բերված է նաև [2,6]–ում, իսկ մի քանի 
արմատների մոտավոր արժեքները բերված են [1,4,6] գրքերում: Մեր ստացած 
(22) բանաձևը պարունակում է անհամեմատ ավելի շատ գումարելիներ, որի 
պատճառով այս բանաձևի կիրառումը ավելի նպատակահարմար է: 

Բեսսելի ֆունկցիաների արմատների որոշման (22) բանաձևի սխալը, սկսած 
երկրորդ արմատից, չի գերազանցում 10-10-ը: Իսկ Վեբերի ֆունկցիաների 
արմատների համար ստացված բոլոր բանաձևերի սխալը, սկսած 10-րդ 
արմատից, չի գերազանցում 10-12 –ը: 

Այդ բանաձևերը տալիս են բավարար ճշտություն, երբ 11 >>±
kUa : Նշենք, որ 

Վեբերի ֆունկցիաների արմատների բանաձևը, երբ 10<k , տալիս է վատ 
արդյունք, եթե 150.a <  և 7>a  դեպքերում: Ստացված արդյունքները էապես 
օգտագործված են  [5] աշխատանքում: 
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