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This paper considers the axially symmetrical stress distribution of piecewise-homogeneous, equally
layered space obtained by alternating connection of two heterogeneous layers of the same thickness,
which along the planes of their junction contain semi-infinite interfacial parallel circular ring-shaped
cracks, forming a periodic system. With the help of Hankel integral transform and rotation opera-
tors the solution of the problem is reduced to a system of singular integral equations, the solution of
which is constructed by the method of mechanical quadratures. Some special cases of the problem
that are of independent interest have also been considered. For one of them an exact solution of the
problem in quadratures was obtained.

Պարբերական միջֆազային կիսաանվերջ օզակաձև ճաքերով կտոր առ կտոր

համասեռ շերտավոր տարածության առանցքահամաչափ լարվածային վիճակը

Հակոբյան Վ. Ն., Գրիգորյան Ա. Ա., Ամիրջանյան Հ. Ա.

Հիմնաբառեր. պարբերական խառը եզրային խնդիրներ, միջֆազային ճաքեր, շերտավոր տարածություն

Աշխատանքում դիտարկված է հավասար հաստության տարասեռ շերտերի հաջորդական միացումից ստաց֊

ված հավասարաչափ կտոր առ կտոր համասեռ տարածության արանցքահամաչափ լարվածային վիճակը, երբ

այն տարասեռ շերտերի միացման հարթություններում պարունակում է կիսաանվերջ օղակաձև միջֆազային

ճաքերի պարբերական համակարգ։ Հանկելի ձևափոխության և պտտման օպերատորների օգնությամբ խնդրի

լուծումը հանգեցվել է սինգուլյար ինտեգրալ հավասարումների համակարգի, որի լուծումը կառուցվել է մե֊

խանիկական քառակուսացման բանաձևերի մեթոդով։ Դիտարկվել են նաև խնդրի որոշ մասնավոր դեպքեր,

որոնք ներկայացնում են ինքնուրույն հետաքրքրություն ։ Դրանցից երկուսում ստացվել են խնդիրների ճշգրիտ

լուծումները։
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В работе рассмотрено осесимметричное напряжённое состояние кусочно-однородного, рав-
номерно слоистого пространства, полученного при помощи поочерёдного соединения двух раз-
нородных слоёв одинаковой толщины, которое на плоскостях соединения слоёв содержит меж-
фазные полубесконечные, круговые кольцеобразные параллельные трещины, которые образуют
периодическую систему. При помощи интегрального преобразования Ханкеля и операторов
вращения решение задачи сведено к системе сингулярных интегральных уравнений, решение
которой построено методом механических квадратур. Рассмотрены также некоторые частные
случаи задачи, представляющие самостоятельный интерес. В одном из них получено точное
решение задачи в квадратурах.

1 Введение

Контактным и смешанным задачам осесимметричной теории упругости пос-
вящены многие исследования отечественных и зарубежных ученых. Часть из
них посвящена изучению осесимметричного напряжённого состояния упругого
однородного или составного пространства с дискообразными или кольцеобразны-
ми трещинами. Из них отметим работы [1-8], которые непосредственно связаны
с настоящей работой. Что же касается исследованию осесимметричного на-
пряжённого состояния кусочнооднородного, равномерно слоистого пространства
с периодической системой круговых дискообразных параллельных межфазных
или внутренних дефектов, которые на наш взгляд представляют интерес не
только с научной, но и с практической точек зрения, началось совсем недавно
и опубликовано лишь несколько работ. В этом направлении отметим работы
[9-12]. В работе [9] построены разрывные решения осесимметричной теории
упругости для равномерно слоистого пространства с периодической системой
круговых дискообразных параллельных межфазных дефектов и на их основе
получены решения задач в случае, когда дефекты представляют трещину или
абсолютно жёсткое включение. В работах [10-12] рассмотрены осесимметричные
напряжённые состояния равномерно слоистого пространства с периодической
системой круговых дискообразных внутренних трещин и абсолютно жёстких
включений.

2 Постановка задачи и вывод разрывных решений

Рассмотрим осесимметричное напряжённое состояние кусочнооднородного уп-
ругого пространства, полученного при помощи соединения двух разнородных
слоев толщины 2h с коэффициентами Ламэ λ1, µ1 и λ2, µ2, соответственно,
отнесённого к цилиндрической системе координат Orϕz, начало которой нахо-
дится на одной из плоскостей стыка разнородных слоёв. Будем считать, что на
плоскостях стыка разнородных слоёв z = 2nh (n ∈ Z) в областях {r > a; 0 ≤
ϕ ≤ 2π} пространство содержит периодическую систему одинаковых круговых
кольцеобразных полубесконечных межфазных параллельных трещин и дефор-
мируется при помощи осесимметричных нормальных нагрузок интенсивности
p0 (r) с конечной результирующей P1, действующих на берега трещин, и нагрузок
с результирующей P2, приложенных на бесконечности. Несложно заметить, что
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при этом все средние плоскости z = (2n+ 1)h (n ∈ Z) разнородных слоёв будут
плоскостями симметрии. Вследствие этого можно отделить базовую ячейку в
виде двухкомпонентного составного слоя, занимающего в пространстве область
Ω = {|z| ≤ h; 0 ≤ r <∞; 0 ≤ ϕ ≤ 2π}, и поставленную задачу сформулировать
как граничную задачу для этого слоя, на внешних плоскостях z = ±h которого
заданы условия симметрии, а на плоскости z = 0 имеется круговая кольцеобраз-
ная полубесконечная межфазная трещина. На (Фиг.1) приведено осевое сечение
базовой ячейки.

Фиг.1

Требуется определить нормальные и касательные контактные напряжения,
действующие в зоне контакта разнородных слоёв, значение модуля комплексного
коэффициента интенсивности напряжений на окружности r = a.

Снабдив индексами 1 и 2 все величины, описывающие напряжённо-деформи-
рованное состояние разнородных слоёв, соответственно, поставленную задачу, в
общепринятых обозначениях, для базового слоя представим в виде следующей
граничной задачи:{

τ
(1)
rz (r, h) = u

(1)
z (r, h) = 0

τ
(2)
rz (r,−h) = u

(2)
z (r,−h) = 0

(0 ≤ r <∞) (1a)


u
(1)
r (r, 0) = u

(2)
r (r, 0) (0 ≤ r < a)

u
(1)
z (r, 0) = u

(2)
z (r, 0) (0 ≤ r < a)

σ
(1)
z (r, 0) = σ

(2)
z (r, 0) (0 ≤ r < a)

τ
(1)
rz (r, 0) = τ

(2)
rz (r, 0) (0 ≤ r < a)

(1b)


σ
(1)
z (r, 0) = σ

(2)
z (r, 0) = −p0 (r) (a ≤ r <∞)

τ
(1)
rz (r, 0) = τ

(2)
rz (r, 0) = 0 (a ≤ r <∞)

σ
(j)
r (r, z) = 0 r → ∞ (j = 1, 2)

(1c)

Чтобы построить решение граничной задачи (1), введём в рассмотрение неиз-
вестные нормальные и касательные контактные напряжения σ (r) и τ (r), решим
вспомогательные задачи для каждого из разнородных слоёв на лицевых поверх-
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ностях z = ±h которых заданы условия симметрии (1a), а на плоскостиz = 0
заданы напряжения:

τ
(j)
rz (x, 0) =

{
τ (r) (r < a)

0 (r > a)
= T (r)

σ
(j)
z (x, 0) =

{
σ (r) (r < a)

−p0 (r) (r > a)
= P (r)

(j = 1, 2) (2)

и определим смещения точек зоны контакта обoих слоёв через введённые неиз-
вестные контактные напряжения.

Чтобы построить решение вспомогательных граничных задач, представим
решения уравнений Ламэ для разнородных слоёв виде интегралов Ханкеля [9]:

u(j)r (r, z) =

∞∫
0

[(
Aj (s) + zB∗

j (s)
)
ch zs+

(
Bj (s) + zA∗

j (s)
)
sh zs

]
sJ1 (rs) ds;

u(j)z (r, z) =

∞∫
0

[(
Cj (s)− zA∗

j (s)
)
ch zs+

(
Dj (s)− zB∗

j (s)
)
sh zs

]
sJ0 (rs) ds−

−
(
z + (−1)

j
h
)
w

(j)
0 ,

(3)

где

A∗
j (s) =

s

κj
(Aj (s) +Dj (s)) ; B∗

j (s) =
s

κj
(Bj (s) + Cj (s)) (j = 1, 2) ,

Jj (x) (j = 1, 2) – функции Бесселя действительного аргумента, Aj (s), Bj (s),
Cj (s), Dj (s)– неизвестные коэффициенты, подлежащие определению, hw(j)

0 –не-
известная константа, κj (j = 1, 2)– известные постоянные Мусхелишвили. При
этом, напряжения представляются формулами:

σ(j)
z (r, z) = −2

∞∫
0

{[
ϑ
(j)
1 Aj (s)− ϑ

(j)
2 Dj (s) + µjzB

∗
j (s)

]
ch zs−

−
[
ϑ
(j)
2 Cj (s)− ϑ

(j)
1 Bj (s)− µjzA

∗
j (s)

]
sh zs

}
s2J1 (rs) ds;

τ (j)rz (r, z) = 2

∞∫
0

{[
ϑ
(j)
2 Bj (s)− ϑ

(j)
1 Cj (s) + µjzA

∗
j (s)

]
ch zs+

+
[
ϑ
(j)
2 Aj (s)− ϑ

(j)
1 Dj (s) + µjzB

∗
j (s)

]
sh zs

}
s2J0 (rs) ds,

(4)

где

θ
(j)
1 =

µ2
j

λj + 3µj
; θ

(j)
2 =

µj (λj + 2µj)

λj + 3µj
(j = 1, 2)

.
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При помощи представлений (3) и (4), удовлетворим условиям вспомогательных
граничных задач и определим неизвестные коэффициенты Aj (s) , Bj (s) , Cj (s)
и Dj (s) (j = 1, 2) через трансформанты Ханкеля функций напряжений P (r) и
T (r). Получим:

A∗
j (s) =

P̄ (s) shβ chβ + (−1)
j
T̄ (s) ch2β

2µ1 (shβ chβ + β)
; (j = 1, 2; β = sh) ;

B∗
j (s) = (−1)

j P̄ (s) sh2β + (−1)
j
T̄ (s) shβ chβ

2µ1 (shβ chβ + β)
;

Aj (s) =
jϑ

(j)
2

sµj
A∗

j (s)−
P̄ (s)

2sµj
; Bb (s) =

jϑ
(j)
1

sµj
B∗

j (s) +
T̄ (s)

2sµj
;

Cj (s) =
jϑ

(j)
2

sµj
B∗

j (s)−
T̄ (s)

2sµj
; Dj (s) =

jϑ
(j)
1

sµj
A∗

j (s) +
P̄ (s)

2sµj
;

где

P̄ (s) =

∞∫
0

rP (r) J0 (sr) dr; T̄ (s) =

∞∫
0

rT (r) J1 (sr) dr.

Теперь, используя полученные представления коэффициентов по формулам (3),
найдём компоненты смещений точек контактной зоны обoих разнородных слоёв,
составляющих базовую ячейку через неизвестные контактные напряжения:

u(j)z (r, 0) = (−1)
j
a
(j)
1 L0,0 [σ] + b

(j)
1 L0,1 [τ ] + L

(j,1,1)
0,0 [σ] + L

(j,1,2)
0,0 [τ ]−

− fj (r) + (−1)
j+1

hw
(j)
0 ;

u(j)r (r, 0) = b
(j)
1 L1,0 [σ]− (−1)

j
a
(j)
1 L1,1 [τ ] + L

(j,2,1)
1,0 [σ] + L

(j,2,2)
1,1 [τ ]−

− gj (r) (j = 1, 2) ,

(5)

Здесь введены обозначения:

Lm,n [ϕ] =

a∫
0

Wm,n (r, ξ) ξϕ (ξ)dξ; Wm,n (r, ξ) =

∞∫
0

Jm (tr) Jn (tξ)dt;

L(k,i,j)
m,n [ϕ] =

a∫
0

W (k,i,j)
m,n (r, ξ) ξϕ (ξ)dξ; W (k,i,j)

m,n (r, ξ) =

∞∫
0

K
(k)
i,j (t) Jm (tr) Jn (tξ)dt;

fj (r) = (−1)
j
a
(j)
1 L̄0,0 [p0] + L̄

(j,1,1)
0,0 [p0] ; gj (r) = b

(j)
1 L̄1,0 [p0] + L̄

(j,2,1)
1,0 [p0] ;

L̄m,n [ϕ] =

∞∫
a

Wm,n (r, ξ) ξϕ (ξ)dξ; L̄(k,i,j)
m,n [ϕ] =

∞∫
a

W (k,i,j)
m,n (r, ξ) ξϕ (ξ)dξ;

K
(j)
1,1 (β) = a

(j)
1 (−1)

j+1 e
−β shβ + β

shβ chβ + β
; K

(j)
1,2 (β) = K

(j)
2,1 (β) = − a

(j)
1 β

shβ chβ + β
;
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K
(j)
2,2 (β) = (−1)

j
a
(j)
1

e−β chβ − β

shβ chβ + β
; a

(j)
1 =

κjϑ
(j)
2

2µ2
j

; b
(j)
1 =

1

λj + µj
; β = hs (j = 1, 2) .

В представлениях (5) выделены главные части в виде интегралов Вебера–Сонина.
Вследствие этого ядра W (k,i,j)

m,n (r, ξ) – регулярные функции от обоих аргументов.

Далее, чтобы получить ключевые уравнения поставленной задачи, при помощи
формул (5) удовлетворим условиям контакта двух разнородных слоёв, т.е. первым
двум условиям (1b). После некоторых выкладок придём к следующей системе
интегральных уравнений:−

(
a
(1)
1 + a

(2)
1

)
L0,0 [σ] +

(
b
(1)
1 − b

(2)
1

)
L0,1 [τ ] + L

(1,1)
0,0 [σ] + L

(1,2)
0,1 [τ ] = F1 (r)− δ;(

b
(1)
1 − b

(2)
1

)
L1,0 [σ] +

(
a
(1)
1 + a

(2)
1

)
L1,1 [τ ] + L

(2,1)
1,0 [σ] + L

(2,2)
1,1 [τ ] = F2 (r)

(6)
где

L
(1,1)
0,0 [σ] = L

(1,1,1)
0,0 [σ]− L

(2,1,1)
0,0 [σ] ; L

(1,2)
0,0 [τ ] = L

(1,1,2)
0,0 [τ ]− L

(2,1,2)
0,0 [τ ] ;

L
(2,1)
1,0 [σ] = L

(1,2,1)
0,0 [σ]− L

(2,2,1)
0,0 [σ] ; L

(2,2)
1,0 [τ ] = L

(1,2,2)
0,0 [τ ]− L

(2,2,2)
0,0 [τ ] ;

F1 (r) = −
(
a
(1)
1 + a

(2)
1

)
L̄0,0 [p0] + L̄

(1,1)
0,0 [p0] ; δ = h

(
w

(1)
0 + w

(2)
0

)
;

F2 (r) =
(
b
(1)
1 − b

(2)
1

)
L̄1,0 [p0] + L̄

(2,1)
1,0 [p0] .

Развернув, систему уравнений (6) напишем в виде:

−A+

a∫
0


∞∫
0

[
1−K∗

1,1 (β)
]
J0 (rs) J0 (ξs) ds

ξσ (ξ) dξ+
+

a∫
0


∞∫
0

[
B− −A−K∗

1,1 (β)
]
J0 (rs) J1 (ξs) ds

ξτ (ξ) dξ = F1 (r)− δ;

a∫
0


∞∫
0

[
B− −A− (β)

]
J1 (rs) J0 (ξs) ds

ξσ (ξ) dξ−
−A+

a∫
0


∞∫
0

[
1 +K∗

1,1 (β)
]
J1 (rs) J1 (ξs) ds

ξτ (ξ) dξ = F2 (r) .

(7)

Здесь

K∗
1,1

(β) =
e−β shβ + β

chβ shβ + β
; K∗

1,2 (β) = K∗
2,1 (β) = − β

chβ shβ + β
;

K∗
2,2

(β) =
e−β chβ − β

chβ shβ + β
; A± = a

(1)
1 ± a

(2)
1 ; B− = b

(1)
1 − b

(1)
1 .
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Систему интегральных уравнений (7) следует рассматривать при условиях

2π

a∫
0

rσ (r)dr = P0; (P0 = P1 + P2) , (8)

где P0– равнодействующая нагрузок, приложенных к полупространствам z > 0
илиz < 0. Чтобы построить решение системы интегральных уравнений (7) при
условий (8), следуя работам [4-12], сведём её к системе сингулярных интегральных
уравнений. Для этого, как и в указанных работах, введём функции

σ∗ (t) =
2

π

a∫
t

ξσ (ξ) dξ√
ξ2 − t2

; τ∗ (t) =
2t

π

a∫
t

τ (ξ) dξ√
ξ2 − t2

,

продолжим σ∗ (t) на интервал (−a, 0) чётным образом, а τ∗ (t)– нечётным образом
и применяя к обеим частям первого уравнения (7) оператор I, а ко второму –
оператор I1

I (ϕ (x)) =

x∫
0

ϕ (r) rdr√
x2 − r2

; I1 (ϕ (x)) =
d

dx

x∫
0

ydy√
x2 − y2

y∫
0

ϕ (r) dr,

после некоторых выкладок, для определения функций σ∗ (t) и τ∗ (t) получим
следующую систему сингулярных интегральных уравнений:

σ∗ (x)− B−

πA+

a∫
−a

τ∗(t)dt
t−x − 1

π

a∫
−a

Q1,1 (t, x)σ∗ (t) dt+

+ A−

πA+

a∫
−a

Q1,2 (t, x) τ∗ (t) dt = −F ∗
1 (x) + δ0 (−1 < x < 1) ;

τ∗ (x) +
B−

πA+

a∫
−a

σ∗(t)dt
t−x + A−

πA+

a∫
−a

Q2,1 (t, x)σ∗ (t) dt+

+ 1
π

a∫
−a

Q2,2 (t, x) τ∗ (t) dt = −F ∗
2 (x) (−1 < x < 1) .

(9)

где

Q1,1 (t, x) =

∞∫
0

K∗
11 (β) cos st cos sx ds; Q1,2 (t, x) =

∞∫
0

K∗
12 (β) sin st cos sx ds;

Q2,1 (t, x) =

∞∫
0

K∗
21 (β) cos st sin sx ds; Q2,2 (t, x) =

∞∫
0

K∗
22 (β) sin st sin sx ds;

F ∗
1 (x) =

2

πA+

[
d

dx
I [F1 (r)]

]
; F ∗

2 (x) =
2

πA+

d

dx
I1 [F2 (r)] ; δ0 =

2δ

πA+
.

При этом, функция F ∗
1 (x) продолжена на интервале (−a, 0) чётным образом, а

функция F ∗
2 (x)– нечётным образом. Используя четность функции σ∗ (x), нечётность
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функции τ∗ (x) и условие (8), добавочные условия для решения системы (9)
записываются в виде:

π

a∫
−a

σ∗ (x) dx = P0;

a∫
−a

τ∗ (x) dx = 0 . (10)

Отметим, что при выводе системы (9) были использованы значения известных
интегралов [14]:

r∫
0

J1 (rs) dr = −1

s
[J0 (rs)− 1] ;

x∫
0

J0 (rt) rdr√
x2 − r2

=
sinxt

t
;

d

dx

x∫
0

J0 (rt)− 1√
x2 − r2

rdr = cos tx− 1;

Таким образом, решение поставленной задачи свелось к решению системы
сингулярных интегральных уравнений (9) при условиях (10).

3 Составное пространство с полубесконечной меж-
фазной кольцеобразной трещиной

Прежде чем построить решение задачи в общем случае, рассмотрим два част-
ных случая рассматриваемой задачи, представляющих самостоятельный интерес.
В первой из этих задач рассмотрим случай, когда высота слоёв h стремится к
бесконечности. Несложно проверить, что в этом случае все ядра Qi,j (x, t) в (9)
исчезают и мы приходим к системе определяющих сингулярных интегральных
уравнений для кусочно-однородного пространства с полубесконечной кольцеоб-
разной межфазной трещиной:

σ∗ (x)−
B−

πA+

a∫
−a

τ∗ (t) dt

t− x
= −F ∗

1 (x) + δ0;

τ∗ (x) +
B−

πA+

a∫
−a

σ∗ (t) dt

t− x
= −F ∗

2 (x) ,

(11)

которую нужно решать при условиях (10). С этой целью умножим второе урав-
нение (11) на отрицательную мнимую единицу −i, просуммируем с первым,
перейдем на интервал (−1, 1) и введя известную безразмерную комплексную
комбинацию напряжений χ (x) = a [σ∗ (ax)− iτ∗ (ax)] /P0, сведём решение системы
(11) при условиях (10) к решению следующего сингулярного интегрального урав-
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нения второго рода:

χ (x) +
a∗
iπ

1∫
−1

χ (t)

t− x
dt = −F (x) + a

δ0
P0

(−1 < x < 1) , (12)

при условии

π

1∫
−1

χ (x) dx = 1. (13)

Здесь

a∗ =
B−

A+
; F (x) = a [F ∗

1 (ax)− iF ∗
2 (ax)] /P0 = ϕ1 (x)− iϕ2 (x) .

Для построения замкнутого решения уравнения (12) вводим в рассмотрение комп-
лексную функцию

Φ (z) =
1

2πi

1∫
−1

χ (t) dt

t− z
(14)

и используя формулы Племеля-Сохоцкого [13], сведём его к решению задачи
Римана:

Φ+ (x) = GΦ− (x) + F∗ (x) (−1 < x < 1) . (15)

Здесь
F∗ (x) = C0 [−F (x) + aδ0/P0] = −C0F (x) + δ∗;

δ∗ =
2aC0δ

πP0A+
; G =

1− a∗
1 + a∗

=
µ12 + µ2

µ21 + µ1
> 0; C0 =

A+

A+ +B− .

Так как коэффициент G задачи Римана (14) положительное число, то точки
±1 являются точками автоматической ограниченности [13] и, следовательно, ре-
шение уравнений (14) будет даваться формулой :

Φ (z) =
X (z)

2πi

1∫
−1

F∗ (t) dt

X+ (t) (t− z)
(16)

(
X (z) = (1 + z)

iβ
(1− z)

−iβ
; β =

1

2π
lnG

)
.

Отсюда по формулам Племеля-Сохоцкого найдём:

χ (x) = Φ+ (x)− Φ− (x) =
G+ 1

2G
F∗ (x) +

(G− 1)ω (x)

2πiG

1∫
−1

F∗ (t) dt

ω (t) (t− x)
(17)

(
ω (x) = (1 + x)

iβ
(1− x)

−iβ
, −1 < x < 1

)
.
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Для получения точного решения уравнений (12) осталось определить постоянную
δ∗, входящую в правую часть определяющего сингулярного интегрального урав-
нения (12). С этой целью, используя представления (14) и (16) функции Φ (z),
сравним коэффициенты при z−1 в разложениях этих представлений в ряд вокруг
бесконечно удалённой точки. Получим:

− 1

2πi

1∫
−1

χ (t) dt = − 1

2πi

1∫
−1

F∗ (t) dt

X+ (t)
,

где X+ (t) – значение функции X (z) на интервале (−1, 1) сверху и даётся фор-
мулой:

X+ (x) =
√
Gω (x) (−1 < x < 1) .

Учитывая условие (13) и представление функции F∗ (t) через функции ϕj (t)
(j = 1, 2) и δ∗, можем написать:

1

π
=

1∫
−1

δ∗dt

X+ (t)
−C0

1∫
−1

ϕ1 (t) dt

X+ (t)
−iC0

1∫
−1

ϕ2 (t) dt

X+ (t)
,

откуда, используя значение интеграла [14]

1∫
−1

(
1− x

1 + x

)iβ

dx =
2πβ

shπβ
,

чётность функции ϕ1 (t) и нечётность функции ϕ2 (t), для определения жёсткого
смещения δ получим формулу:

δ =
P0A

+
√
G shπβ

4πaβC0

1 +
2π√
G

1∫
0

[
Re

(
1− x

1 + x

)iβ

ϕ1 (x) −

− Im

(
1− x

1 + x

)iβ

ϕ2 (x)

]
dx

}
.

(18)

В частном случае, когда берега трещин свободны от нагрузок и кусочно-одно-
родное пространство растягивается только усилиями, приложенными на беско-
нечности, из (17) и (18) получим:

χ (x) = − δ∗√
G
ω (x) ; δ =

P2A
+
√
G shπβ

4πaβC0
.

Теперь определим комплексный коэффициент интенсивности в концевых точках
трещин. Для этого заметим, что истинные контактные напряжения определяются
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формулами [8]:

σ (r) = −1

r

d

dr

a∫
r

sσ∗ (s) ds√
s2 − r2

; τ (r) = − d

dr

a∫
r

τ∗ (s) ds√
s2 − r2

,

или
aσ (ax)

P0
= − 1

P0x

d

dx

1∫
x

sσ∗ (as) ds√
s2 − x2

= − d

P0dx

1∫
x

σ∗ (as) ds√
s2 − x2

+Φ1 (x);

aτ (ax)

P0
= − d

P0dx

1∫
x

τ∗ (sa) ds√
s2 − x2

.

где Φ1 (x)– ограниченная функция в точке x = 1. Тогда будем иметь:

χ∗ (x) =
a [σ (ax)− iτ (ax)]

P0
= − d

dx

1∫
x

χ (s) ds√
s2 − x2

+Φ1 (x). (19)

Функцию χ (s) представим в следующем виде:

χ (x) = χ0 (x)ω (x) ; χ0 (x) = −F∗ (x)√
G

+
G− 1

2πiG

1∫
−1

F∗ (t)− F∗ (x)

ω (t) (t− x)
dt.

Тогда (19) можем записать следующим образом:

χ∗ (x) = − d

dx

1∫
x

ω (s)χ0 (s) ds√
s2 − x2

+Φ1 (x) =

=

√
π (1/2− iβ) Γ (1− iβ)

Γ (3/4− iβ) (1− x)
1/2+iβ

ψ (1, x) + Φ (x) ,

(20)

где

Φ (x) = − d

dx

1∫
x

[ψ (s, x)− ψ (1, x)] ds

(1− s)
iβ√

s− x
−

√
πΓ (1− iβ)

Γ (3/4− iβ)
(1− x)

1/2−iβ
ψ′ (1, x) +Φ1 (x) ;

ψ (s, x) =
(1 + s)

iβ

√
s+ x

χ0 (s) ,

а Γ (z)– известная гамма-функция Эйлера. Заметим, что при выводе формулы
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(20) было использовано значение интеграла [15]:

1∫
x

ds

(1− s)
α√

s− x
=

√
πΓ (1− α)

Γ (3/4− α)
(1− x)

1/2−α
.

Тогда комплексный коэффициент безразмерных разрушающих напряжений на
окружности r = a будет определяться формулой:

KI [a]− iKII [a] =
√
2π lim

x→1−0
(1− x)

1/2+iβ
,

χ∗ (η) =

√
2π (1/2− iβ) Γ (1− iβ)

Γ (3/4− iβ)
ψ (1, 1) =

=
2iβπ (1/2− iβ) Γ (1− iβ)

Γ (3/4− iβ)

−F∗ (1)√
G

+
G− 1

2πiG

1∫
−1

F∗ (t)− F∗ (1)

ω (t) (t− 1)
dt

 .

4 Однородное пространство с периодической сис-
темой полубесконечных кольцеобразных трещин

Теперь обратимся к ещё одному частному случаю поставленной задачи, когда
все слои, составляющие пространство, изготовлены из одного и того же материала
с коэффициентами Лямэ µ1 и λ1, т.е. рассмотрим осесимметричное напряжённое
состояние однородного пространства с периодической системой параллельных
полубесконечных кольцеобразных трещин. В этом частном случае коэффициенты
A− и B− обращаются в ноль и определяющая система (9), как и в плоской задаче,
распадается на два независимых уравнения:

σ∗ (x)−
1

π

a∫
−a

Q1,1 (t, x)σ∗ (t) dt = −F ∗
1 (x) + δ0;

τ∗ (x) +
1

π

a∫
−a

Q2,2 (t, x) τ∗ (t) dt = 0.

(21)

Уравнения нужно рассматривать при условиях (10). Из второго уравнения (21)
и второго условия (10) сразу следует, что τ∗ (x) ≡ 0. Первое же уравнение
(21) представляет собой интегральное уравнение Фредгольмского типа и можно
решить разными методами, например методом последовательных приближений
или методом механических квадратур. Для этого перейдём на интервал (-1,1) и
введя обозначения

Λ (η) =
a

P0
σ∗ (aη) ; ϕ1(η)0 =

a

P0
F ∗
1 (aη) ; δ∗ =

a

P0
δ0; Q (ξ, η) = − a

π
Q11 (aξ, aη) ,
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первое уравнение (21) представим в виде:

Λ (η) +

1∫
−1

Q (ξ, η) Λ (ξ) dξ = −ϕ1 (η) + δ∗ (−1 < η < 1) . (22)

При этом,

π

1∫
−1

Λ (ξ) dξ = 1. (23)

Решение уравнения (22) запишем в виде суммы двух решений:

Λ (η) = Λ1 (η) + δ∗Λ2 (η) , (24)

где Λ1 (η)– решение уравнений (22) при правой части −ϕ1 (η), а Λ2 (η)– решение
уравнений (22), когда правая часть равна единице. Подставляя представление
(24) в условие (23), выразим приведённое жёсткое смещение δ∗ через указанные
решения:

δ∗ =
1− πI1
πI2

Ij = 1∫
−1

Λj (η) dη; j = 1, 2

 .

Приведём также формулу для определения коэффициентов интенсивности раз-
рушающих напряжений на окружности r = a. С этой целью заметим, что
истинные контактные напряжения определяются через функцию σ∗ (x) по формуле:

σ (r) =
σ∗ (a)√
a2 − r2

− Φ (r)

Φ (r) =
1

r

d

dr

a∫
r

s [σ∗ (s)− σ∗ (a)] ds√
s2 − r2

 .

Следовательно,

KI (a) =
√
2π lim

x→a−0

√
a− rσ (r) =

√
π

a
σ∗ (a) = P0

√
π

a
Λ (1) ,

а безразмерный коэффициент интенсивности разрушающих напряжений на ок-
ружности r = a будет даваться формулой:

K∗
I (a) =

√
aKI (a)

P0
=

√
πΛ (1) .

Отметим, что в первом уравнении (21), устремляя высоту однородных слоёв
h к бесконечности, придём к замкнутому решению задачи об осесимметричном
напряжённом состоянии упругого пространства с полубесконечной кольцеобраз-
ной трещиной. Действительно, несложно проверить, что в этом случае ядро
Q11 (t, x) исчезает и мы приходим к соотношению:

σ∗ (x) = −F ∗
1 (x) + δ0 (−a < x < a) , (25)
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где, на этот раз

F ∗
1 (x) = − 2

πa1

[
d

dx
I [f1 (r)]

]
= − 2

π

∞∫
a


∞∫
0

cos sx J0 (sξ) ds

 ξq (ξ) dξ.

Отсюда, используя формулу обращения оператора вращения, найдём

σ (r) = −1

r

d

dr

a∫
r

sσ∗ (s) ds√
s2 − r2

= −1

r

d

dr

a∫
r

s [−F ∗
1 (x) + δ0] ds√
s2 − r2

=
δ0 − F ∗

1 (a)√
a2 − r2

+Φ(r) ,

где

Φ (r) =
1

r

d

dr

a∫
r

s [F ∗
1 (x)− F ∗

1 (a)] ds√
s2 − r2

– ограниченная функция на окружности r = a.

Тогда, для коэффициента интенсивности разрушающих напряжений на ок-
ружности r = a получим выражение:

KI (a) =
√
2π lim

x→a−0

√
a− rσ (r) =

√
π

a
[δ0 − F ∗

1 (a)] .

Приведём также формулы для контактных напряжений и коэффициента ин-
тенсивности разрушающих напряжений в случае, когда на берега трещин дейст-
вуют равномерно распределённые по окружности r = r0 > a нагрузки с резуль-

тирующей P0, т.е. когда (r) = P0
δ (r − r0)

2πr0
. При помощи формулы [14]:

∞∫
0

cos sx J0 (ξs) ds =

0 ξ < x,
1√

ξ2 − x2
ξ > x

нетрудно установить, что в этом частном случае

F ∗
1 (x) = − P0

π2
√
r20 − x2

; σ∗ (x) =
P0

π2
√
r20 − x2

+ δ0 (−a < x < a) .

Далее, из условий равновесия (10) для приведённого жёсткого смещения δ0 по-
лучим:

δ0 =
P0

2πa

[
1− 2

π
arcsin

(
a

r0

)]
.

Тогда, используя значение интеграла [14,15]

a∫
r

2sds√
(s2 − r2) (r02 − s2)

=
π

2
− arcsin

r0
2 + r2 − 2a2

r02 − r2
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для истинных напряжений получим выражение:

σ (r) =
P0

2πa
√
a2 − r2

[
1− 2

π
arcsin

(
a

r0

)
+

2a
√
r20 − a2

π (r20 − r2)

]
(0 < r < a) .

Коэффициент интенсивности разрушающих напряжений на окружности r = a
при этом будет даваться формулой:

KI (a) =
√
2π lim

x→a−0

√
a− rσ (r) =

P0

2a
√
πa

[
1− 2

π
arcsin

(
a

r0

)
+

2a

π
√
r20 − a2

]
.

Отсюда видно, что когда r0 → ∞, т.е. когда радиус окружности, где приложена
нагрузка, стремится к бесконечности контактные напряжения и коэффициент
интенсивности разрушающих напряжений принимают соответственно следующие
виды:

σ (r) =
P0

2πa
√
a2 − r2

(0 < r < a) ; KI (a) =
P0

2a
√
πa
,

которые соответствуют значениям контактных напряжений и коэффициента ин-
тенсивности разрушающих напряжений в случае, когда нагрузка с равнодейст-
вующей P0 приложена на бесконечности и точностью совпадают с результатами,
приведёнными в монографии [16] для осесимметричного гладкого контакта двух
тел, когда они изготовлены из одного и того же материала.

5 Решение определяющей системы уравнений в
общем случае

Теперь построим решение системы определяющих уравнений (9) в общем
случае. Для этого, как и выше, умножим второе уравнение (9) на −i, просумми-
руем с первым и при помощи замены переменных {x, t} = {aη, aξ} перейдём на
интервал (−1, 1). В итоге, введя обозначения

χ (η) =
1

P0
[σ∗ (aη)− iτ∗ (aη)] ; δ∗ =

δ0
P0

;

a∗ =
B−

A+
; F (η) =

1

P0
[f∗1 (aη)− if∗2 (aη)] = ϕ1 (η)− iϕ2 (η) .

R1 (η, ξ) =
a

2π

[
Q22 (aη, aξ)−Q11 (aη, aξ) +

iA−

A+
(Q12 (aη, aξ)−Q21 (aη, aξ))

]
;

R2 (η, ξ) = − a

2π

[
Q22 (aη, aξ) +Q11 (aη, aξ) +

iA−

A+
(Q12 (aη, aξ) +Q21 (aη, aξ))

]
;
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придём к следующему сингулярному интегральному уравнению:

χ (η) +
a∗
iπ

1∫
−1

χ (ξ)

ξ − η
dξ +

1∫
−1

R1 (η, ξ)χ (ξ) dξ +

1∫
−1

R2 (η, ξ) χ̄ (ξ) dξ =

= −F (η) + δ∗ (−1 < x < 1) ,

(26)

которое нужно рассматривать при условии (13). Заметим, что аналогичные
уравнения были получены в работе [9], в случае когда кусочно-однородное рав-
номерно слоистое пространство расслаблено периодической системой круговых
дискообразных межфазных трещин или включений. Следуя этой работе, решение
уравнения (23) представим в виде суммы двух функций χ (η) = δ∗χ1 (η) + χ2 (η),
где χj (η) (j = 1, 2) – решения интегрального уравнения (23), когда его правая
часть соответственно равна −F (η) и 1. Тогда из условия (13) для определения
приведённого жёсткого смещения δ∗, которое является одним из важных меха-
нических характеристик задачи, как и в [9], получим следующую формулу:

δ∗ =
1− I2
I1

; Ij = π

1∫
−1

χj (η) dη (j = 1, 2) . (27)

Решение уравнения (23) при условии (13) построим методом механических
квадратур. С этой целью, учитывая особенность решения в концевых точках
трещин, полученное выше, функции χj (η) (j = 1, 2) представим в виде:

χj (η) = χ∗
j (η)ω (η) (j = 1, 2) , (28)

где функция ω (η) та же самая, что и выше, а χ∗
j (η) (j = 1, 2)– непрерывные

функции, ограниченные вплоть до концов отрезка [−1, 1].

Подставляя представления функций χj (η) (j = 1, 2) из (25) в (23) и (13),
используя соотношения, приведённые в [17], по стандартной процедуре, для каж-
дой из правых частей, придём к системе из 2n алгебраическиx уравнений относи-
тельно значений χ∗

j (ξi) и χ̄∗
j (ξi)

(
j = 1, 2; i = 1, n

)
. После определения χ∗ (ξi) при

помощи интерполяционного многочлена Лагранжа восстанавливаются функции
χj (η) и определяются все необходимые величины, характеризующие напряжённо-
деформированное состояние в кусочно-однородном равномерно слоистом прос-
транстве. В частности, для определения безразмерных комплексных коэффи-
циентов интенсивности приведенных разрушающих напряжений в концевых точ-
ках трещин получим формулу:

KI [a]− iKII [a] =
√
2π lim

η→1−0
(1− η)

1/2+iβ
χ∗ (η) =

=
2iβπ (1/2− iβ) Γ (1− iβ) [δ∗χ

∗
1 (1) + χ∗

2 (1)]

Γ (3/4− iβ)
.
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6 Численные результаты
Проведён численный расчёт и изучены закономерности изменения безраз-

мерных комплексных коэффициентов интенсивности приведённых разрушающих
напряжений в концевых точках трещин и приведённого жёсткого смещения δ∗ в
зависимости от параметра l = h/a и отношения упругих харак¬теристик µ1/µ2 =
µ в случае, когда на берега трещин действует равномерно распределённая по
окружности r = r0 > a нагрузка величины P0. При этом, функция F (η),
входящая в правую часть уравнения (23), будет даваться формулой:

F (η) = − 1

π2
√
η20 − η2

+
1

lπ2

∞∫
0

K∗
11 (β) J0

(
η0β

l

)
cos

(
ηβ

l

)
dβ−

− iA−

lπ2A+

∞∫
0

K∗
21 (β) J0

(
η0β

l

)
sin

(
ηβ

l

)
dβ.

При вычислительных работах принято также ν1 = 0.3, ν2 = 0.25 и η0 = 2.
Результаты вычислительных работ приведены в виде таблиц и фигур. В

таблицах 1 и 2 приведены значения модуля комплексного коэффициента интен-
сивности разрушающих напряжений в зависимости от параметров µ и l соответ-
ственно в случаях, когда l = 2 и µ = 2.

µ 0.1 0.5 1 3 5 50 100 120
|K (a)| 0.3141 0.2984 0.2962 0.3160 0.3303 0.3766 0.3807 0.3807

Таблица 1

µ 0.5 1 2 4 7 10
|K (a)| 0.2719 0.2942 0.3051 0.3058 0.3063 0.3065

Таблица 2

Они показывают, что модуль комплексного коэффициента интенсивности раз-
рушающих напряжений при увеличении параметра µ сначала убывает, а затем
возрастает, стремясь к определённому пределу. При увеличении же параметра
l модуль комплексного коэффициента интенсивности разрушающих напряжений
монотонно возрастает, стремясь к определённому пределу.

На Фиг. 2 приведены графики зависимости приведённого жёсткого смещения
соответственно от параметра µ при l = 2 и параметра l при µ = 2. Из них видно,
что при увеличении параметра µ приведённое жёсткое смещение уменьшается,
стремясь к определённому пределу, соответствующему случаю, когда первый
слой жёсткий. В случае же, когда увеличивается высота слоёв, при постоянном
радиусе контактной зоны, приведённое жёсткое смещение сначала возрастает,
а затем уменьшается стремясь к определённому пределу, соответ-ствующему
случаю двухкомпонентного пространства.

17



Фиг. 1

Заключение

Таким образом, в работе получено эффективное решение задачи об осесим-
метричном напряжённом состоянии кусочнооднородного, равномерно слоистого
пространства с периодической системой круговых кольцеобразных полубеско-
нечных, параллельных межфазных трещин. Получены простые формулы для
определения важных механических характеристик задачи, каковыми являются
контактные напряжения и модуль их комплексного коэффициента интенсивности.
В случае, когда высота слоёв стремится к бесконечности, при помощи предельного
перехода, получена определяющая система сингулярных интегральных уравнений
задачи для двухкомпонентного пространства с круговой полубесконечной коль-
цеобразной межфазной трещиной и построено её точное решение. При помощи
численного анализа выявлены закономерности изменения модуля комплексного
коэффициента интенсивности разрушающих напряжений и жёсткого смещения
слоёв в зависимости от физикомеханических и геометрических характеристик
задачи.
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