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Ռելեյի էլեկտրաառաձգական ալիքները էլեկտրականապես բաց կամ փակ մակերևույթներով 

ալիքատարում 
Բանալի բառեր: էլեկտրաառաձգական ալիք, պյեզոէլեկտրական կիսատարածություն, եզրային 
խնդիր, բարձր հաճախակային էլեկտրաձայնային ալիքր, էլեկտրաթափանցիկ մակերևույթ, 
էլեկտրափակ մակերևույթ, դիսպերսիոն հավասարում, հաճախականային կախվածություն: 

 
Հետազոտվում են պյեզոէլեկտրական կիսատարածությունում հարթ դեֆորմացիայի 

էլեկտրաառաձգական ալիքի տարածման օրինաչափությունները: Ցույց է տրվում՝ 
էլեկտռաառաձգականության եզրային խնդրի քանի տարբերակ կարելի է ձևակերպել հեքսագոնալ 

համաչափության 6 2m  դասի պյեզոբյուրեղից կիսատարածությունում: 
Մեխանիկական բեռից ազատ պեզո-կիսատարածության մակերևույթին տարբեր էլեկտրական 

եզրային պայմանների դեպքում, քննարկված է հարթ դեֆորմացիայի բարձր հաճախության 
էլեկտրաձայնային ալիքի տարածման խնդիրը: Որոշ էլեկտրական մակերևութային պայմանների 
դեպքում ցույց է տրված հարթ դեֆորմացիայի ալիքի տեղայնացման նոր հնարավորությունը: Հարթ 
դեֆորմացիայի ալիքն ուղեկցող էլեկտրական դաշտի տատանումների առկայությունը բերում է Ռելեյի 
էլեկտրաառաձգական ալիքի տեղայնացման բնութագրիչների քանակական և որակական 
փոփոխությունների: 
 

Avetisyan A.S., Mkrtchyan S.H. 
The electro elastic Rayleigh waves in the waveguide with an electrically closed or open surfaces 

Keywords: Electro-acoustic waves; piezoelectric half-space; boundary value problem; high frequency acoustic 
waves; electrically transparent surface; electrically screened surface; dispersion equation; frequency dependence. 

The patterns of propagation of electro-acoustic waves of plane strain in a piezoelectric half-space is examined. 
In paper is shows how many possible variants of the boundary value problem of electro-elasticity can be formulated 

in a piezoelectric half-space of piezoelectric crystal class 6 2m  of the hexagonal symmetry. The problem of 
propagation of high frequency acoustic waves of plane strain (electro-acoustic Rayleigh waves) at different electric 
boundary conditions for mechanically free surface of a piezoelectric half-space is discussed. The possibility of a 
new localization of wave’s plane strain, under certain electrical conditions at a surface is shown. The presence of a 
concomitant fluctuations of electric field, the waves of plane strain giving to the results in both quantitative and 
qualitative changes of the characteristics of a localization of electro-acoustic Rayleigh waves. 
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Исследуются закономерности распространения электроакустической волны плоской деформации в 
пьезоэлектрическом полупространстве. Показывается, сколько вариантов краевой задачи электроупругости 

можно cформулировать в пьезоэлектрическом полупространстве из пьезокристалла класса 6 2m , 
гексагональной симметрии. Обсуждена задача распространения высокочастотных электроакустических 
волн плоской деформации (электроакустические волны типа Рэлея) при разных электрических граничных 
условиях на механически свободной поверхности пьезо-полупространства. Показана возможность новой 
локализации волн плоской деформации при определённых электрических поверхностных условиях. 
Наличие сопутствующих волну плоской деформации колебаний электрического поля приводит как к 
количественному, так и к качественному изменению характеристик локализации электроакустических волн 
Рэлея.  

Введение.  
Возможная локализация волновой энергии вблизи механически свободной 

поверхности упругого тела из изотропного материала была обнаружена ещё в 1885г. 
Рэлеем [1]. Это была волна плоской деформации (PV – волна). Однако, механически 
свободная поверхность не допускает локализацию энергии чисто сдвиговой упругой 
волны антиплоской деформации (SH – волна). Блюстейном в 1968г. было показано [2], 
что локализация энергии, горизонтально поляризованной SH волны при механически 
свободной поверхности упругого тела возможна в пьезоэлектрической среде 
определённой симметрии (класс 6mm гексагональной симметрии).  
До сих пор интересны и разными авторами исследуются явления, связанные с 
распространением электроактивной волны антиплоской деформации в неоднородных 
структурах (в материалах с переменными характеристиками), или при разных 
электромеханических поверхностных условиях [3÷11] и др.   

Еще в 1985 году было показано [12], что условия разделения плоского и 
антиплоского полей деформации в пьезоэлектрических кристаллах однозначно 
определяются структурой общей матрицы физико-механических постоянных 
материала (матриц упругих и пьезоэлектрических постоянных, диэлектрической 
проницаемости). Выведены системы разделённых квазистатических уравнений. 
Причём, показано, что электрическое поле участвует только в одном из разделённых 
полей деформаций. Несмотря на это, электроупругие волны плоской деформации 
(электроакустические волны Рэлея) в пьезоэлектрических кристаллах сравнительно 
мало исследованы [13÷15] и др. 
Наряду с этим, ещё бурно исследуются особенности локализации волн Рэлея в 
трёхмерных задачах упругости [16, 17], явления, связанные с анизотропией материала 
[18, 19], или с неоднородностью структуры [20, 21 ].  

В настоящей работе исследуется влияние разных электрических поверхностных 
условий на распространение высокочастотной волны электроактивной плоской 
деформации в зависимости от характера связи электромеханических полей. 

 Основные соотношения и постановка задачи.  
Материальные уравнения пьезоэлектрической среды в декартовой системе координат 
 ix  записываются в виде  
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Для соблюдения однозначности, в декартовой системе координат  ix  совмещена с 

физическими координатами анизотропии кристаллов  ; ;x x x   , где 

   ; ; 1;2;3     ;  ;            и что при данной анизотропии 

пьезокристалла, ось ox  параллельна оси инверсии (или симметрии) кристалла 

p ox . Тогда, в случае однородной среды [12] условия разделения плоской и 

антиплоской полей упругих деформаций получаются на основе анализа квази-

статических уравнений электроупругости:  
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по структуре общего тензора физико-механических постоянных материала: 
* * * * * * * * *
* * * * * * * * *

ˆ* * 6 6 * * * *
* * * * * * * 3 6 *
* * * * * * * * *
* * * * * * * * *
* * * * * * * * *
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   (1.4) 

Из соотношений (1.1)÷(1.4) видно, что если в чисто упругой среде разделение плоского 

 ( ; ; );  ( ; ; );  0u x x t u x x t       и  антиплоского  0;  0;  ( ; ; )u x x t    полей 

деформации определяется только структурой матрицы упругих постоянных материала 
ˆ (6 6)ijnkc    и, возможно, при 
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0c c c c c c           ,  (1.5) 

то условия разделения этих полей деформаций в пьезоэлектрических кристаллах 
однозначно определяются структурой общей матрицы физико-механических 
постоянных материала ( ˆ (6 6)ijnkc   , (3 6)ijme    и (3 3)nk   ).  

Получается, что разделение электроактивного плоского 

 ( ; ; );  ( ; ; );  0;  ( ; ; )u x x t u x x t x x t         от чисто упругого антиплоского 

 0;  0;  ( ; ; )u x x t    полей деформации возможно при выполнении наряду с (1.5) 

также условий: 
0e e e e       .  (1.6) 

Разделение же электроактивного антиплоского  0;  0;  ( ; ; );  ( ; ; )u x x t x x t      

от чисто упругого плоского  ( ; ; );  ( ; ; );  0;u x x t u x x t       полей деформации 

возможно при выполнении наряду с (1.5) также условий: 
0e e e e e e           .  (1.7) 

В соотношениях (1.5)÷(1.7) индексы появляются в любом сочетании 

   ; ; 1;2;3    , не повторяясь    ;     и    .  

Очевидно, что в разных кристаллографических сечениях x ox   или x ox  , или 

0x x   системы разделённых квазистатических уравнений по структуре разные [12]. 

Наипростейшая связь электрического и упругого полей при электроактивной плоской 
деформации получается в кристаллографическом сечении 3 10x x  кристаллов класса 

6 2m  гексагональной симметрии в виде  1 1 3 3 1 3 1 3( ; ; );  0;  ( ; ; );  ( ; ; ) ,u x x t u x x t x x t  

а 2 1 3( ; ; ) 0u x x t   и 2 0x   . Участвующие в задаче плоской деформации ненулевые 
характеристики электромеханического поля 
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приводят к системе квазистатических уравнений:  
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или в кристаллографическом сечении 1 20x x , кристаллов того же класса 6 2m  

гексагональной симметрии в виде  1 1 2 2 1 2 1 2( ; ; );  ( ; ; );  0;  ( ; ; )u x x t u x x t x x t , а 

3 1 2( ; ; ) 0u x x t   и 3 0x   . В этом случае кристаллографической поляризации, 
участвующие в задаче плоской деформации, ненулевые характеристики 
электромеханического поля 

1 2 1 2
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приводят к другой системе квазистатических уравнений:  
2 2 2 2

1 11 12 2 11 12 1 1
11 2 2 2

1 1 2 2
2 2 2 22

2 11 12 1 11 12 2 2
11 112 2 2 2

2 1 2 1 2
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2
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0.
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ue
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  (1.13) 

1.а. Рассмотрим распространение волны плоской деформации в 
кристаллографическом срезе 3 1x Ox  слоя из пьезоэлектрического кристалла класса 

6 2m  гексагональной симметрии. Пьезоэлектрический слой толщиной 02h  отнесён к 

координатной системе  Oxyz  так, что 1Ox Ox  – продольная ось слоя, 3p Ox Oz   

– поперечная ось слоя, 1 1 3( ; ; ) ( ; ; )u x x t u x z t ; 3 1 3( ; ; ) w( ; ; )u x x t x z t ; 

1 3( ; ; ) ( ; ; )x x t x z t  , а слой занимает область  0 0;  ;  x z h y        



17 

Система квазистатических уравнений (1.10) по введённым обозначениям 
перепишется в более удобном виде: 

2 2 2 2
* 211

41 41 12 2 2 2
11

2 2 2 2
* 2

34 34 22 2 2

u( ; ; ) u( ; ; ) w( ; ; ) ( ; ; ) u( ; ; ) ;

w( ; ; ) w( ; ; ) u( ; ; ) w( ; ; ) ;

ex z t x z t x z t x z t x z tc
x z x z c x t
x z t x z t x z t x z tc
x z x z t





     
    

     

   
    

    

 

2 2 2
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312 2 2
11

( ; ; ) ( ; ; ) u( ; ; ) 0.ex z t x z t x z t
x z x

    
  

   
  (1.14) 

Здесь введены обозначения 41 44 11c c  , *
41 44 13 11( )c c c    ; 34 33 44c c  ; 

*
34 44 13 44( )c c c    безразмерных характеристик упругой и 31 33 11     –

диэлектрической анизотропии материала. 

1 11c c   и 2 44c c  – скорости продольной и поперечной упругих объёмных 

волн, соответственно, без учёта электроактивности материала. 
На обеих механически свободных поверхностях волновода 0z h    удовлетворяются 
условия: 

0

13 33
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x z t x z tc c
x z 

      
  

0

u( ; ; ) w( ; ; ) 0
z h

x z t x z t
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 (1.15) 

Соответственно, на электрически открытой 0z h  и на электрически закрытой 0z h   
поверхностях пьезоэлектрического слоя, условия прозрачности и экранирования 
электрических сопутствующих колебаний: 

0

33
( ; ; ) 0

z h

x z t
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, 

 
0

( ; ; ) 0
z h

x z t


  . (1.16)  

Стоит уделить внимание на то, что при 
таком геометрическом срезе слоя из 

пьезокристаллической среды связь электрического и упругого полей плоской 
деформации выделяется только в первом и третьем уравнениях (1.14). Взаимодействие 

этих полей по граничным условиям   
(1.15) и (1.16) также отсутствует. 
Фактически, в этом случае 
сопутствующие электрические 
колебания прямо связаны только с 
продольным составляющим упругого 
перемещения. 

Фиг. 1. Поляризованный по толщине 
пьезоэлектрический слой с электрически 

открытой  
0

( ; ; ) 0
z h

x z t z


    и 

электрически закрытой 
0

( ; ; ) 0
z h

x z t


   

поверхностями. 
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В результате, в обоих случаях изменения характеристик электромеханических полей 
происходит по продольному направлению слоя и, соответственно, имеют характер  

  2 2
11 11 u( ; ; )e x z t x       и   2 2

11 11 ( ; ; )e c x z t x      . Очевидно, что при 

неучёте пьезоэффекта у материала 11 0e   взаимодействие в граничной задаче 
исчезает.  

1.б. При рассмотрении распространения волны плоской деформации в том же 
кристаллографическом срезе 3 10x x , в слое толщиной 02h  из того же 

пьезоэлектрического кристалла класса 6 2m  гексагональной симметрии,  отнесённым 
уже к координатным осям  oxyz  так, что слой занимает область 

 1 0 ;  ;  x h z y       . Тогда, 1ox ox  – поперечная ось слоя, 3p ox oz   

– продольная ось слоя.  
Введя опять в соотношения (1.8)÷(1.10) обозначения 1 1 3( ; ; ) u( ; ; )u x x t x z t ; 

3 1 3( ; ; ) w( ; ; )u x x t x z t ; 1 3( ; ; ) ( ; ; )x x t x z t  , в граничной задаче электро-

упругости совместно с уравнениями (1.14), на механически свободных, электрически 
прозрачной 0x h  и электрически 0x h   экранированной поверхностях 
пьезоэлектрического слоя соответственно будем иметь: 

0

0

11 13 11
u( ; ; ) w( ; ; ) ( ; ; ) 0;

u( ; ; ) w( ; ; ) 0.

x h

x h

x z t x z t x z tc c e
x z x

x z t x z t
z x





         

      

 (1.17) 

0

11 11
u( ; ; ) ( ; ; ) 0

x h

x z t x z te
x x 

      
;      

0
( ; ; ) 0

x h
x z t


    (1.18) 

Из сформулированной граничной задачи (1.14), (1.17) и (1.18) уже видно, что в этом 
случае выбора геометрического среза слоя и того же кристаллографического среза в 
пьезоэлектрике, связь электрического и упругого полей плоской деформации 
выделяется не только уравнениями (1.14). 

Взаимодействие характеристик электромеханического полей уже происходит не 
только за счёт наличия слагаемых  

  2 2
11 11 u( ; ; )e x z t x       и   2 2

11 11 ( ; ; )e c x z t x       в уравнениях. 

Пьезоэффект в этом случае приводит также к появлению эффективных нагрузкок типа 

0
( ; ; )

x h
x z t x


   и 

0
u( ; ; )

x h
x z t x


   в граничных условиях (1.17) и (1.18). 

Очевидно, что при неучёте пьезоэлектрического эффекта в материале, когда  11 0e  , 
взаимодействие между упругим и электрическим полями в граничной задаче исчезает. 
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Таким образом, выбор разных геометрических срезов слоя из пьезоэлектрического 
кристалла класса 6 2m  гексагональной симметрии приводит к принципиально разным 
математическим граничным задачам электроупругой плоской деформации: уравнения 
(1.14) вместе с смешанными граничными условиями (1.15) и (1.16) на 
перпендикулярных к инверсионной оси пьезокристалла 3p ox oz   поверхностях 

0z h  , или  уравнения (1.14) вместе с смешанными граничными условиями (1.17) и 
(1.18) на параллельных к инверсионной 
оси пьезокристалла 3p ox oz   

поверхностях 0x h  . 
Аналогичное рассуждение приводит к 

тому, что электроупругая краевая задача 
плоской деформации в 
кристаллографическом сечении 1 20x x , 
перпендикулярном к инверсионной оси 
пьезокристалла того же класса 6 2m  
гексагональной симметрии 3p ox oz  ,  
можно сформулировать также двумя 
разными способами. 

Задача в пьезоэлектрическом слое  2 0 ;  ;  x h z y        с механически 

свободными и соответственно электрически прозрачными и экранированными 
поверхностями 0x h  : 

2 2 2 2
212 12

2 2 2

2 2 2 2 2
212 12 11

2 2 2 2
11

1 1u( ; ; ) u( ; ; ) v( ; ; ) u( ; ; )
2 2

1 1v( ; ; ) v( ; ; ) u( ; ; ) ( ; ; ) v( ; ; )
2 2

l

l

x y t x y t x y t x y tc
x y x y t

ex y t x y t x y t x y t x y tc
x y x y c y t





                   
                       

 

2 2 2
11

2 2 2
11

( ; ; ) ( ; ; ) v( ; ; ) 0ex y t x y t x y t
x y y

    
  

   
 (1.19) 

Здесь введены обозначения безразмерных характеристик упругой анизотропии 

материала 12 12 11c c  , а 11lc c   – скорость продольной упругой объёмной 

волны без учёта электроактивности материала. 

0

0

12

12 11

11

u( ; ; ) v( ; ; ) 0;

1 u( ; ; ) v( ; ; ) ( ; ; ) 0.
2

x h

x h

x y t x y t
x y

ex y t x y t x y t
y x c y





  
    

                  



 
  (1.20) 

Фиг. 2.   Поляризованный по  длине 
пьезоэлектрический слой с электрически 
открытой  

0

( ; ; ) 0
x h

x z t z


    и 

электрически закрытой 

0

( ; ; ) 0
x h

x z t


   поверхностями, 
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0

11 11

11 11

u( ; ; ) v( ; ; ) ( ; ; ) 0
x h

e ex y t x y t x y t
x y x


 



   
      

;        
0

( ; ; ) 0
x h

x y t


    (1.21) 

и краевая задача в пьезоэлектрическом слое  3 0;  ;  x y h z        с 

механически свободными и соответственно электрически прозрачными  и экраниро-
ванными поверхностями 0y h   формулируется как система уравнений (1.19) с 
граничными условиями: 

0

0

12

12 11

11

u( ; ; ) v( ; ; ) 0;

1 u( ; ; ) v( ; ; ) ( ; ; ) 0.
2

y h

y h

x y t x y t
x y

ex y t x y t x y t
y x c y





  
     

                   

 (1.22) 

0

11

11

u( ; ; ) v( ; ; ) ( ; ; ) 0
y h

e x y t x y t x y t
y x y



    
         

;    
0

( ; ; ) 0
y h

x y t


    (1.23) 

В сформулированных граничных задачах (1.19)÷(1.21), а также (1.19), (1.22) и 
(1.23) взаимодействия характеристик электромеханического полей происходит не 

только за счёт наличия слагаемых   2 2
11 11 v( ; ; )e x z t y       и 

  2 2
11 11 ( ; ; )e c x z t y       в уравнениях. Пьезоэффект в этом срезе 

пьезокристалла приводит также к появлению эффективных нагрузок типа 

0
( ; ; ) x hx z t x


  ,    

011 11 v( ; ; ) x he x y t y


   , 

   
011 11 u( ; ; ) v( ; ; ) y he x y t y x y t x


       и   

0
11 11 ( ; ; )

x h
e x z t y


    в 

граничных условиях (1.20), (1.21), (1.22) и (1.23), соответственно.  
Очевидно, что в этом случае также при неучёте пьезоэлектрического эффекта в 

материале, когда  11 0e  , взаимодействие между упругим и электрическим полями во 
вновь формулированных граничных задачах исчезают. 

Не нарушая общности в проблеме исследования электроупругих волн Рэлея, можем 
остановиться на одной из формулированных выше задач электроупругой плоской 
деформации. При этом, в сформулированной граничной задаче электромеханические 
поверхностные условия на одной поверхности волновода возьмём из условий задачи, 
а на другой поверхности потребуем затухание искомых величин волнового поля.  

С точки зрения анизотропии материала и сравнительно простой связи 
взаимодействия физико-механических полей, естественно, выбрать более 
информативную краевую задачу из выше формулированных. 
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1. Электроупругие волны Рэлея при механически свободной и электрически 
прозрачной поверхности пьезоэлектрического полупространства.  
Рассмотрим распространение волны электроупругой плоской деформации в 

полупространстве из пьезоэлектрического кристалла класса 6 2m  гексагональной 
симметрии. Полупространство 

 1 0;  ;  x y z        отнесено к 

координатной системе oxyz  так, что в 

кристаллографическом срезе 3 10x x  

1ox ox , перпендикулярная к 

поверхности полупространства 0x  , 
инверсионная ось 3p ox oz    
параллельна  поверхности полупро-
странства . 
В полупространстве решается система 
квазистатических уравнений (1.10), 
которая по введённым обозначениям 

14 11 44c c  , *
43 44 13 33( )c c c   ; 43 44 33c c  ; *

14 44 13 44( )c c c    

безразмерных характеристик упругой и 31 33 11    – диэлектрической анизотропии 

материала. 1 33lc c   и 1 44tc c  – скорости продольной и поперечной 

упругих объёмных волн соответственно, без учёта электроактивности материала 
перепишется в более удобном виде: 

2 2 2 2
* 2

43 13 12 2 2

2 2 2 2
* 211

14 14 12 2 2 2
44

w( ; ; ) w( ; ; ) u( ; ; ) w( ; ; )

u( ; ; ) u( ; ; ) w( ; ; ) ( ; ; ) u( ; ; )

l

t

x z t x z t x z t x z tc
z x x z t

ex z t x z t x z t x z t x z tc
z x x z c x t





   
    

    
     

     
     

2 2 2
11

312 2 2
11

( ; ; ) ( ; ; ) u( ; ; ) 0ex z t x z t x z t
x z x

    
  

   
   (2.1) 

На поверхности полупространства будет удовлетворена часть граничных условий 
(1.17) и (1.18): 

* 11
13

11 0

u( ; ; ) w( ; ; ) ( ; ; ) 0,
x

ex z t x z t x z t
x z c x



   
       

0

u( ; ; ) w( ; ; ) 0
x

x z t x z t
z x 

      
  (2.2) 

 

Фиг. 3. Пьезоэлектрическое полупростран-
ство с электрически открытой поверхностью.  
Пьезокристалл класса 6 2m  поляризован  
параллельно механически свободной 
поверхности 
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11

11 0

u( ; ; ) ( ; ; ) 0
x

e x z t x z t
x x



  
     

   (2.3) 

Кроме условий (2.1) и (2.2), на искомые величины волнового поля также налагаются 
условия затухания в глубине полупространства  

 lim u( ; ; );  v( ; ; );  ( ; ; );  0
x

x z t x z t x z t


  .   (2.4) 

Представляем решения системы уравнений (2.1) в виде нормальных плоских волн: 
u( ; ; ) exp( )
w( ; ; ) = exp( ) exp[ ( )]

( ; ; ) exp( )

x z t A qkx
x z t B qkx i kz t
x z t C qkx

   
         
       

  

где 2k    – волновое число,   – длина распространяющейся волны, а q  –
коэффициент затухания волн по глубине полупространства.  
Удовлетворяющее условиям затухания (2.4) общее решение системы получается в 
следующем виде: 

1 w 2 w 3

u 1 2 u 3

1 2 3

exp( ) exp( ) exp( )w( ; ; )
u( ; ; ) = exp( ) exp( ) exp( ) exp[ ( )]

( ; ; ) exp( ) exp( ) exp( )

A q kx b B q kx c C q kxx z t
x z t a A q kx B q kx c C q kx i kz t
x z t a A q kx b B q kx C q kx 

      
            

           

  (2.5) 

с характеристическим уравнением  

 
 

2 2 2 * * 2 2
34 41 14 11 31

2 2 2 * * 2 2
31 34 41 11 14 31 0

l t l t

l t l t

p p p

p p

            

             

  


  (2.6) 

для определения коэффициентов затухания n nq p , где 1;  2; 3n  . Для 

наглядности, в запись общего решения (2.5) введены обозначения, характеризующие 
ветви форм колебаний: 

 
 

   

2
1 1 31*

11 2 2 2 2 4
1 41 1 31 11 1

3
* 11 1
11 2 4 2 2 2

11 11 1 31 41 1 41 31

;     

 
1

u
t

t t

q q
a i

q q q

e qa i
q q


 

     

 
         

  (2.7) 

 
* 2
14 2 2

2 34 1w
l

qb i
q

  
    

;   

 
3

* 311
14 2 2 2 2 * * 4

11 3 34 3 41 14 11 31w
l t

qec i
c q q q

 
           

 (2.8) 
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2

11 2
2

11 2 31

e qb
q   

;      
 

 

2 2 2
3 3 3411

2 2 2 2 * * 4
11 3 34 3 41 14 11 3

1

1
l

u
l t

q qec
c q q q

    
          

 (2.9) 

В соотношениях (2.6)÷(2.9) фигурируют безразмерные характеристики 

анизотропии материала c c     , *
1 44 13( )c c c    , 

*
1 44 13( ) ,c c c       2

111c c    ; 31 33 11     ,  2
11 11 111     , а 

также  2 2
11 11 11 11e c    – коэффициент электромеханической связи и коэффициенты 

формообразования   2 2 2
331l k c      продольной и 

  2 2 2
441t k c     – поперечной форм волны по толщине волновода.  

Введённое в характеристическое уравнение (2.6) обозначение 2p q  приводит к 
тому, что все три волновые ветви будут затухающими по глубине полупространства, 
если все три корни характеристического уравнения (2.6) вещественные, положи-
тельные и различные. Тогда, область определения существования затухающих в глубь 
полупространства решений получается из условий:  

 
     

   

32 2 2 2 2 * *
31 11 14 43 31 13 14 13

2 32 2 2 2 2 2 2 2 * *
31 11 13 11 13 31 43 14 14 13

2 2 2 2 2 2 * *
31 11 13 11 14 43 31 13 14 13

4 1

27 1 4 1

18 1 1

l t l t

l t l t t l

l t l t

                 

                        
                 

 2 2 2 2 * *
31 43 14 14 13l t t l                (2.10) 

   2 22 2 2 * * 2 2 2 2 * *
11 14 43 31 13 14 13 31 43 14 14 131 0l t l t t l                              

2 2 0l t     (2.11) 

Подставляя полученные решения (2.5) в граничные условия (2.2) и (2.3), из условия 
существования нетривиальных решений находим уравнение дисперсии 
поверхностных электроупругих волн плоской деформации (электроупругие волны 
Рэлея в случае электрически прозрачной поверхности пьезоэлектрика) в следующем 
виде: 

 
3 3

ˆdet 0ijg V k 
     (2.12) 

В уравнении дисперсии элементы матрицы  ˆijg V k    представляются 

безразмерными физико-механическими постоянными материала, корнями 
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характеристического уравнения (2.6) , а также безразмерными фазовыми скоростями 

  2 2 2
33l k c     и   2 2 2

44t k c     объёмных волн   

   
 

     
 

 

* 2 2 2 2 * 2 2 4
11 1 13 1 41 1 31 11 11 11 1

11 2 2 2 2 4
1 41 1 31 11 1

* * 2 2 2 2 2
13 14 2 31 11 2 31 2 34

12 22 2
2 34

2
31 43311

13 3
11

1
;

1 1
;

1

1

t

t

l

l

t

q q q q
g

q q q

q q q
g q

q

eg q
c

                
         
                
      

  






 

 
2 * 2 * *

31 11 3 13 14

2 2 2 2 * * 4
3 34 3 41 14 11 3

;
1

l

l t

q

q q q

           
             

  (2.13) 

   
 

 
 
   
 

2 4 2 2 * 2
11 1 1 41 14 1 31

21 12 2 2 2 4
1 41 1 31 11 1

2 2 * 2
2 34 14 2

22 2 2
2 34

* 2 2
14 3 3411

23 2 2 2 2 * *
11 3 34 3 41 14 11 3

;

1
;

1

1 1

1

t

t

l

l

l

l t

q q q
g q

q q q

q q
g

q

qeg
c q q q

         
         
       
      

    

           





 2
34
;q

 
 
 
 

 (2.14) 

   
   

 

* 31 3111 11
31 11 1 322 2 2 2 4 2

11 111 41 1 31 11 1 2 31

2 2 2 2 2 * * 4
11 3 41 3 34 14 11 3

33 2 2 2 2 * * 4
3 34 3 41 14 11 3

;              ;

1 1

1

t

t l

l t

e eg q g
q q q q

q q q
g

q q q

 


     

      

     

 
  
       

          
        

 



  (2.15) 

3. Электроупругие волны Рэлея при механически свободной и электрически 
экранированной поверхности пьезоэлектрического полупространства.  

Рассмотрим распространение волны электроупругой плоской деформации в 
полупространстве из пьезоэлектрического кристалла класса 6 2m  гексагональной 
симметрии в той же ориентации кристаллических осей пьезоэлектрика. 

В полупространстве опять будет решена система квазистатических уравнений (2.1) 
теми же введёнными обозначениями. На поверхности полупространства будет 
удовлетворена уже другая часть граничных условий (1.17) и (1.18). Вместо условия 
электрически прозрачной поверхности (2.3), наряду с условиями механически 
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свободной поверхности (2.2) будет удовлетворяться условие электрически 
экранированной поверхности пьезоэлектрического полупространства 

0( ; ; ) 0
x

x z t


  .  (3.1) 

Поступая аналогично, подставляя полученные решения (2.5) в граничные условия 
(2.2) и (3.1), из условия существования нетривиальных решений находим уравнение 
дисперсии поверхностных электроупругих волн плоской деформации (электро-
упругие волны Рэлея в случае экранированной поверхности пьезоэлектрика) в 
следующем виде: 

 
3 3

ˆdet 0ijf V k


    .  (3.2) 

В полученном уравнении дисперсии (3.2) элементы матрицы  îjf V k    также 

представляются безразмерными физико-механическими постоянными материала, 
корнями характеристического уравнения (2.6), и безразмерными фазовыми 

скоростями   2 2 2
33l k c     и   2 2 2

44t k c     объёмных волн. 

Причём, элементы первых двух строк матриц дисперсий, когда 1;2i   и 3j  , 

совпадают    ˆˆ ij ijg V k f V k          , а элементы третьей строки матрицы 

 îjf V k    равны: 

   
* 3 2

11 11 1 11 2
31 32 332 2 2 2 4 2

11 111 41 1 31 11 1 2 31

;    ;    1
t

e q e qf f f
q q q q


         

     (3.3) 

4. Сравнительный анализ полученных результатов.  
Из полученных соотношений (2.1)÷(2.9) очевидно, что при отсутствии пьезоэффекта,  
когда 11 0e  , краевая задача  электроупругости (2.1)÷(2.3) распадается на две несвязанные 
задачи электростатики и динамической задачи упругости (фиг. 4.а, фиг. 4.б). 

В соотношениях (2.7)÷(2.9) все множители, кроме 1ua  и 2wb , также равны нулю, 
вследствие чего решения (2.5) и характеристическое уравнение (2.6) намного 
упрощаются. В частности, характеристическое уравнение получается в виде: 

 2 2 2 * * 2 2
34 41 14 11 31 31 0l t l tp p p                ,  (4.1) 

 откуда для не распространяющегося электростатического поля получается:  

0 3 33 11( ) exp ( )x C kx        .   (4.2) 

Для чистой упругой волны плоской деформации получается: 
22 2 * * 2 2 * * 2 2

34 41 14 11 34 41 14 11 31
1;2

4

2
l t l t l tp

                         (4.3) 
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1 1 w 2 2

u 1 1 2 2

w( ; ; ) exp exp exp

u( ; ; ) exp exp exp

x z t A q kx b B q kx i kz t

x z t a A q kx B q kx i kz t

        
        

  (4.4) 

с амплитудными коэффициентами  * 2 2
11 1 1 41u ta i q q      и 

 * 2 2
14 2 2 34 1w lb i q q        . 

Совместное решение системы неравенств (2.10) и (2.11) определяет область 
определения фазовых скоростей  V   (или  V k ) электроакустических волн 
плоской деформации.  

Из сравнения приведённых графических изображений следует, что в данном случае 
учёт пьезоэлектрического эффекта в материале сужает область определения фазовой 
скорости. Область определения  0 tV c    при неучёте пьезоэффекта 

1 

2 

1  
2 

3  

Фиг. 4.а. Область определения для функции 
Рэлея ( )f V  по фазовой  скорости ( )V   при 
распространении волны параллельно оси 
поляризации пьезоэлектрического кристалла 

1 
2 

Фиг. 4.б. Область определения для функции 
Рэлея ( )f V  по фазовой  скорости ( )V   при 
распространении волны перпендикулярно к 
оси поляризации пьезоэлектрического 
кристалла. 

Фиг. 5. Фазовая ( )k   зависимость для 
волн Рэлея: 
1 – Электроупругие волны Рэлея при 
механически свободной, электрически 
прозрачной поверхности.  
2 – Электроупругие волны Рэлея при 
механически свободной, электрически 
закрытой поверхности. 
3 – Волны Рэлея при отсутствии 
пьезоэффекта .
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превращается в  2
0 11( ) tc V c     с положительной нижней границей, зави-сящей 

от коэффициента электромехани-ческой связи материала. Локализова-ванные электро-
акустические волны Рэлея характеризуются фазовыми свя-зями, приведёнными на 
фиг.5. Эти, а также зависимости приведённой фазовой скорости от частоты или от 
волнового числа (фиг. 6.а и фиг. 6.б) получаются решением дисперсионного уравнения 
(2.12) с учётом соотношений (2.13)÷(2.15) (фиг. 6а и фиг. 6.б). 
Из фиг.5 видно, что с учётом пьезоэффекта материала, при тех же частотах имеем 
распространение более коротких волн по сравнению со случаем чистой упругости. 
 

 
Фиг. 6.а  Фазовая скорость   tV c   волны Рэлея 
1 – при механически свободной и электрически 
прозрачной поверхности, 
2 – при механически свободной и электрически 
экранированной поверхности, 
3 -  пьезоэффект в материале отсутствует. 

Фиг. 6.б Фазовая скорость   tV k c  волны Рэлея 
1 – при механически свободной и электрически 
прозрачной поверхности, 
2 – при механически свободной и электрически 
экранированной поверхности, 
3 -  пьезоэффект в материале отсутствует.. 

 

 

Фиг. 7.а Коэффициент затухания  
 1 tq V c     продольной ветви волны Рэлея 

 1 – при механически свободной и электри-
чески прозрачной (или экранированной) 
поверхности. 
2 – пьезоэффект в материале отсутствует.

Фиг. 7.б Коэффициент затухания  
 2 tq V c     поперечной ветви волны Рэлея 

 1 – при механически свободной и электри-
чески прозрачной (или экранированной) 
поверхности. 
2 – пьезоэффект в материале отсутствует. 

1 

2 
3  1 

2 

3 

2
1

1 

2
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Известно, что локализация волн электроупругого сдвига у механически 
свободной поверхности пьезоэлектрического полупространства происходит при 
экранизации внутреннего электрического поля, или же её полной сопряжённости со 
внешним электрическим полем.  
В отличие от этого, здесь в обоих случаях электрических условий на механически 

свободной поверхности полупро-
странства наличие в материале 
пьезоэлектрического эффекта со-
путствует процессу локализации 
электроупругой волны плоской 
деформации. Интересно также 
влияние учёта пьезоэлектричес-
кого эффекта на коэффициенты 
затухания соответствующих ветвей 
волны электроупругой плоской 
деформации (фиг. 7.а,  фиг. 7.б и 
фиг. 7.в).  
Из фиг.7.а следует, что с 
возрастанием фазовой скорости 

  tV c   величина 

коэффициента затухания продольного компонента  1 tq V c   , как и в 

классическом случае упругости, уменьшается до нуля. С возрастанием фазовой 

скорости   tV c   уменьшаются также величины коэффициента затухания 

сопутствующих упругую волну электрических колебаний (фиг. 7.в) и коэффициента 

затухания   поперечного компонента электроупругой волны Рэлея  2 tq V c    

(фиг. 7.б-2). А вот, с возрастанием фазовой скорости   tV c  , в отличие от всех 

ветвей волны, величина коэффициента затухания поперечного компонента 
электроупругой волны Рэлея  2 tq V c     возрастает (фиг. 7.б-1). 

Заключение. Сформулирована математическая смешанная краевая задача 
электроактивной плоской деформации волновода из пьезоэлектриков класса 6 2m  
гексагональной симметрии со смешанными электрическими граничными условиями. 
При выборе разных ориентаций кристаллической поляризации относительно механи-
чески свободных поверхностей волновода получаются совершенно разные краевые 
задачи.  

Исследовано распространение высокочастотных электроакустических коротких 
волн плоской деформации в пьезоэлектрическом полупространстве 

Фиг. 7.в. Коэффициент затухания  3 tq V c     

сопутствующих упругую волну электрических 
колебаний в случаях электрически прозрачной (или 
экранированной) механически свободной поверх-
ности полупространства 

1 



29 

(электроакустические волны Рэлея) при разных электрических граничных условиях на 
механически свободной поверхности. 

Численно анализировано возможное изменение области определения фазовой 
скорости электроакустических волн Рэлея, характер изменения коэффициентов 
затуханий упругих составляющих и сопутствующих им электрических колебаний в 
зависимости от фазовой скорости волны, а также различия фазовых скоростей 
коротких волн при разных электрических условиях на механически свободных 
поверхностях волновода. 
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